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Wenn die Herausgabe dieser kleinen Stiche* 
ein6r Entschuldigung bedarf, fo wird maa 
dies* , hoffe ich) darin finden , da(s bis jetzt 

V 

kein för Anföuger bestimmtes Lehrbuch tot- 
banden ist, worin die liier vor getragenen Leb- 
ren so vollständig entwickelt waren, als es: 
hier geschieht« Die allerdings vollständigem 
und «ehr vorzüglichen Werke von Kraäip, 
undThibaut find theils für die Anfänger zu 
schwer, theils enthalten sie auch zuviel, und 
find daher fijfr den nicht passend, der zuerst 
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nur das YVichtigste, die Grundlage von allen 
übrigen , soll kennen lernen. Daher hahe 
ich schön seit mehrern Jahren da* Bedürfnifs 
empfunden , die hier im Druck erscheinende 
kurze Darstellung der Lehre vom Polynomi- 
sehen Lehrsatze auszuarbeiten und sie meinen 
Vorlesungen zum .Grunde zu legen* Ich ha- 
]be empfunden, dafs fie nicht nur von mei- 
nen Zuhörern mit Beyfall aufgenommen Wut- 
de und fcelbft der Fassungskraft derer ent- 
sprach^ weleHai zmr mit denlgewöhtelidiÄeh 
"Vorkeiintinisseh ,äuf die Universität w kernen; 
sondern ilals sie,*uth als Einlejtl»g zur fyöbem 
Aöaiyais irinreichend iist r so cbtfs mah auf die 
E*latiterung dier hier behandelter Gegemtänr 

de die DüferentMl - Rechnung sogleich kann 

_/ 

folgen lassen* y *>;■ ''} >> *. 

£ Gegen die Anordnung de» Ganzen wlnfr 
man > - glaube ifeh f * nichts zu erinnern ^ finde». r 
Allerdings kömmt in der erften Abihelluiig Ei- 
niges vor y was nid«: unmittelbar in Beziehung 
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mit dem polynomischen Lehrsätze steht;' Aber 
die Satze,, von welchen dieses gilt, stehet 
. doch ia so naher Beziehung mit "denen, die 
nothwendig mußten abgehandelt werden, da& 
es unpassend wäre , sie hier übergehen zqi wol- 
len. In der Darstellung bin ich, zumal im 
Anfange f ausführlich gewesen, und habe Vd£ 
aüglich gesucht, überall dem Leser eine leichte 
UebeJrsicht zu gewähren , ihn sogleich axlf de* 
Hauptgegenstand der Untersuchung zu leitet!, 
und' ihm die Hauptsatze in klar ausgesprochen 

* • i 

s 

»eil Lehrsätzen oder als Auflösung von Aufgab 

gaben so darzulegen , dafs er schon vonseibft 

genöthiget wird, seine ganxe Aufnierl^Oirikek 

dorthin zu wenüen. Es hst mir immer {jfjfr 

l>chien$n, als -ob dies$ Einridrtuqg ae$ Vor* 

tt&gs> die auch Eul er faft immer wählte, v $&fr 

scbiedene \*ör*&ge vor diejenigen habe, 'die 
* • ■ 

In den meisten netiern, namentlich frams&ai* 

actien Büchern befolgt wird, wo man Schluß 

anSchlufs reihet, und es <!km Leser überla&t 
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Till V Vorrede. 

V N 

den Eigentlichen Hauptpunkt aus den langen 
Paragraphen herydrzusucheu. . / / 
- ' . Dafs ich in der Darstellung einiger Lehren 
.andern ScbriftsteUerh, namentlich Thihaut, 

v t ' 

gefolgt hin, wird ,ma!n nur wohl afcht^ufn y<>j> 
Wpi£ : pachen. Der Beweis für die Richtig- 
-keit deä binomischen Lehrsatzes wenn ; der 
<Etfp*me4t ein Bruch iit^ kann, wie ^nieh 
4äjikt, auf keine; bessere Weise geführt weih 
4en, als trhi baut ihn führt, und dieses 

\ * 

* \ ' 

wird map immfer -von dorther borgen rtiüsr 
«n y -wenn man ihn gut vortragen will.'.. Da 
gegefi. wird man bey andern Lehren die Dar- 
Jtefluhg e^nthümlidi und,, .wie ich hoffe^ 
leichter als bey andern Scho£t$tellern finden; 
wenigstens habe idh imniertinit der größten 
. Sorgfalt nach. derjenigen Entwickelungs -Axt 

\ * ■ 

gestrebt, die nur am angemessensten für Anr 
fitöger schien und die bef * vollkommene? 
Gründlichkeit sich am leichtesten überäebe*} 
und auffassen läfst. 
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Vorrede. i* 

Ich nenne das Buch ein Bat Anfanges ber 

's-'" 

stimmte*, weil esa^fser den Äjjüangsgrüqden 

der Arithmetik fast gar nichts voraussetzt; : in 

•'* * * . 

ehrigefa Abschnitten wird» freylieb auch Trlf 

göttometrie**) und einige Kenntiiifs der Lehre 
von den hohem Gleichungen erfordert; aber 
diese Gegenstände wird man wohl immer bey 
Schülern , die geneigt find lieh näher mit der 
Anaiyjds bekannt zu machen, voraussetzen 
dürfen. ^ 

• In Rücksicht auf die Behauptimg, dafe 
inaü nach der Erklärung der in diesem : Bu- 
che vorkommenden Lehfeiv sogleich die Di£> 
fecential - Rechnung könne folgen lassen , s?y 
es inir erlaubt , noch eide Bemerkung hinzu* 
zufügen. Jene Behauptimg will nur das<;sa* 



*) Die Hinweifangen auf, Sätze der Arithmetik und Tri- 
gonoroeirie, welch« zuweilen vorkommen, beziehet sich 
auf das, ron mir herausgegebene L eh rbnch derAritb* 
inetik, Geometrie un^ Trigononj etrie. 
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• x Vorrede. 
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, £ e *V daß &? Anfänger durch dfe hier .vor- 

getragenen l^hrert hinreichend vorbereitet 

• *, • • . ' ' 

wird, um die Rechnungen, derön er dort bftr 

darf, auszuführen/ die Formeln zu entwikr 

• ■ ■ i 

kein u. ß. W:; ^ber allerdings halte ich von 
einer andern Seite her noch eine meyte Vor* 
Weitung fiir nothwendig. Man sollte naj^ 
ticb,< um die Begriffe selbst, aufweichet« 
bey der Differential- und Integral- Rechnung; 

* * . / 

• • i t 

ankömmt, richtig und klar zu entwickeln, 

allemal eine recht gründliche und vollftändi- 

ge Darftellung d£r apalytisphcfe Geometrie* 

der hohem Analyfis vorausschicken, indem 

nichts befler dient, um die so oft bespDO* 

diene Schwierigkeit, die map beym lieber- 

gange von Differenzen zu Differentialen zu. 

finden meint, gänzlich zu heben, als eine 

/ genaue Bekanntschaft mit den krummen Li- 

nien, mit der Erforschung ilireij Eigehschaf- 

ten *u s* w. Eine solche genaue und voll- 9 

Ständige Darstellung der analytischen Geo^ 
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Vorrodet' xr 

v x i - 

nfe tri© pflege ich- gleiclizeitig «tut den 'htefr 
Vöfgetrageü*n Lehret» in einer eignen Reihe 
von Vorle»ttng«iT ' abzhhÄadeln , • und da ed 
tfrtaiaa «ineni lie'twbttcte dei; höhern GeomW-' 

I 

trie gänilich fehlet, (itHtem dife vorhandenen 
zu wenig umftuseü)^ so bin fteh auch gebeigt 

den Versuch zu wagen, ob ich auch diesen 

/ • — . 

Mangel ersetzen könnte. Indefe geht meine 
Absicht cjahyi , dann ein vollständiges , die 
ganze höhere Geometrie umfassendes Buch 
zu liefern, von dem jene, der höhei^n Analy- 
sis voranzuschickenden Lehren nur den er- 
ften Theil ausmachen^ wurden. Ich würde 

\ 

mir die. Freyheit nehmen , die Herren frecen- 
senten auf dieses neue Werk zu Gälte zu bit- 

* 

ten, wenn ich nur erft wüfste, ob fie nicht . 

i . » > 

schon dieses Mal, schimpfend über schlechte 

« 

Kofi, mein Buch aus der Hand legen. < Da 

ich dieses nicht weifs, so mufs ich ihnen 

v * » 

gänzlich . anheirri ftellen , ob fie mich jetzt * 

und künftig mit ihrem geneigten oder unge-, 
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xif Vorrede» : 

Jteigten Zusprucbe .beehren wollen, und h&\ 
fce hier jnicht* weitet hü^zuz«^t2%ei>, als da&< 
leb ihre Belehrung» selbft wenji ; ße in *nge-, 
neigter Form gegeben würde» immer xoifc 
Dank annehmen werde* ..,.„."• / . • -;.; 

V 

Breslau» fmv 19, JÖänj l8ao. :'.'.., 
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Erißtfe ^Aktheilurig. 

U n t e -* s/ü;di'-\tt.'n:,g e n; 



welche als 






Einleitung zur Entmckelung des polynomi- 

Lehrsatzes j dienen. • ' • . 
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Erster Abschnitt. 

j - * •■• ■ 
r*on den s figurirten Zahlen* 

« 

*> Hjrklaroug. Wenn man die Reihe der na- 
türlichen Zahlen so addirt, daß zuerst nur die, Eins, 
dann eins und zwei, dann eins, zwei und drei u;s. w* 
zusammengenommen werden : so erhält map die .unter 
dem Namen der Trigonalzahlen bekannten Zahlen. 
Nimmt man von diesen wieder die erste, die erste 
und zweite, die erste, zweite und dritte und so feiv 
ner zusammen, so bekömmt man die Reihe, der Py* 
r am id alz etilen.. Eine Reibe, welche die Summen 
dieser darstellte, würde sich an sie anschliessen, und 
«o konnte man eine gapze Folge regelmässig geordnet 
ttr Zahlenreihen erhalten, welche die figurirten 
ZafaLen heissen« ' *, . 

2. Erklärung. Da man die natürlichen Zahlen 
als Summen der nach und nech zusammen genom- 
menen Gliedef der Reihe i* i, i> i> u. ** w. ansa- 
hen 1 kann: so machen die natürlichen Zahlen selbst 
die erste Ordnung der figurirten Zahlen 
*U9, Die Zahlenreihe i, 3, 6, iO, i5, welche die 
Summen der im inet um ein Glied weiter fort zu« 
wmmeti genommenen tf eih* der natürlichen Zahlen 

A 






Abtlasüwg* 
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darstellt, heifst die zw-eite. Ordnung der figu- 
rirten Zählen.* Nimmt man diese summirend zu« 
saäiitaen* so da& man zuerst die träte, die erste und 
zweite vereidigt, die drei ersten vereinigt 11. s. v w. 
setzt; so erhajt man die dritte Ordnung 11. s. £ 

Beispiele.; 1 3 6 10 i5 bilden, die zweite, 

K 1 4 10 ,30 £&. die dritte, 

1 5 kB 3S 70 u. a. w. die yierte 
Ordnunz. 
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Folgende Taf?l stellt die Anfa^gszaltfen der er* 
Jten zwölf Ordnungen dar. 
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< Fort den figvrirtm ZaJJen. ' 3 

5- Anmerkung. ; Der Name Trigenalzahlen hat dtf- 
Jier «einen Ursprung, weil anah eine dreieckige Jornt 
erhält, wenn man in die erste Reihe ,1 , in die zweite a f 
in die dritte 3, rh die vierte 4 legt, oder so wi e in afe- 
benstehender Figur zeichnet. Die Summe • j | 
der iu einer % in zwei, in drei Zeilen- en't- \ ' j 



haltenen Vierecke gibt die Reihe der Tri- j \ [ } 
gonalzahlen. Denkt ^jnan sich über eben, fi f 1 | . 
jener Zeichnung eine. Schichte von io Wurf ein, auf ui^se 
eine abbuchte von 6 Würfeln, auf diese eine Schichte/ 
von 3 Würfeln, endlich auf diese noch I Würfel gelegt: 
so hat man eine Pyramide, in weicher die obere Schichte, 
die Summe, der beiden; oberen Schichten, die. Summe der 
drei obern Schichten u. 8. w. - 9t so viel Würfel enthalten, 
als die ersten .Pyränndadzahlen angeben. _ i 

• v 4. Bemerkung. Jls ist nicht schwer, alle diese 
figurirten Zahlen nach der Ordnung anzugeben, wenn, 
nämlich die niedrigem Ordnungen schon berechnet 
sipd. Jede Ordnung fangt mit 1 an/und lndtm man 
dazu die zweite Zahl der* nächst niedrigem Ordnung 
addirt,- erhalt man die zweite, jener Ordnung; legt 
man dfazir die dritte der nächst niedrigem Ordnung, 
so* erhS.lt man djie dritte eben jener Ordnung, ifbd so 
«nlsteht^offenbar die (n + O^c, janer Ordnung^ Wenn 
man die n te eben derselben Ordnung mit der (n+i) ten 
der nächst niedrigem Ordnung zusammen nimmt. Die 
n le Ä*hl Unserer Ordnung ist nänilich- gleich der 
Summe -ajler n Zahlen der nächst niedrigem Ordnung» 
und Fudern man dieser n len Zahl unserer Ordnung 
die (n+i) te der' nächst niedrigem Ordnung hrrizu- 
fugt: so erhält mau in der (n + j} texi Zahl unserer 
Ordnung die Summen aller (n+i) ersten Zahlen der 
nächst niedrigem Ordnung. . 

Um aber die sämmllichen figurirten Zahlen auch 
einzeln ^, ohne schon alle vorhergehende zu kennen,, 
finden zu können , siod. noch besondere Regeln nothig. 

5, Erklärung. Wenn das Gesetz. eine/ Rt4he so 
gegebert ist, dafs man die Gröfse. jedes Gliedes aus 
seüicüi Zeiger oder Index ; das heifst, ans der Zahl, 
* . l « • ' A a ' ' \ 
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Erste Aufteilung. { JBrstet\ Jbkhhitt. 



Welche angibt das wie viel te Glied es i*t,* bestimmen 
kann, so heifit der Ausdruck, welcher jf des Glied an* 
gibt, da« allgemeine Glied der Reihe. 3 

Beispiel. ' 1h der Reihe, der ungeraden Zahlen i y 3, 

5, 7 n. t. w. ist das n* e Glied =r'(an T l), und dieser 

.Ausdruck ist Folglich das allgemeine Glied dieser Reihe, 

I» der arithmetischeri Progression 7, ;i, ij5 ißt da« nt* 

Glied =7 + 4(n — i). ' 

6- Der Ausdruck, welcher das n fe Glied angibt, 
dient offenbar auch, um das, (0+ i) t0 Glied zu fin- 
den, wenn mau nur in jene» Ausdruck n+t statt n 
schreibt. Wenn man daher beweisen 'kann, erstlieh, 
dafs ein angegebener Ausdruck für das allgemeine 
Glied richtig sey für das I erste Glied, und allenfalls für 
einige der ersten Glieder; zweitens, dafs er für jedes 
(n+ i) t# Glied gültig bleibt, wenn er für das abgalt, 
io ist die wahre Richtigkeit des allgemeinen Gliedes 
rollständig dargethan. Zum Beispiel in der Reihe ^, 
li, i5 ist jedes folgende Glied um 4 grofser als das 
flachst "vorhergehende; war also das n« Glied rr7-f-4 
(n— ri), so ist das (n-J-i^te =7 + 4(n — 1)+4 r=7 + 4n, 
dieses ist eben der Ausdruck in Beziehung auf (n-J-i)/ 
wie der vorige in Beziehung auf n, nämlich 7 addirt zu 
dem Vierfachen des um 1 verminderten Index; des all* 
gemeine Glied* gibt also das (n-fi)t* richtig an, wenn 
ea das nto, richtig angab; nun aber gibt es »für nsri, 
das ersto richtig an, also auch das zweite und -alle -fol- 
genden. / > 

* : 7. Aufgabe, Jede n ta Zahl in dpr a^weitea Ord- 
nung der figurirften Zahlen zu finden. 

u.(n+i) 



Auflösung« Site ist 
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Beweis*). 1. Diese Regel gibt die erste Zahl 

. . n.(n+j) i.a 
richtig an; deun für d^i ist ~- — = -^=si, 

die erste Zahl der zweiten Ordnung. 

*''"■■ ' ' ' 

' *) Die Sunpne der n ersten ast^rlichßxt SUhlsn ist balanndich 
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9. Wenn dt« Regel richtig ist bis zur n* * ÄaH, 
a» fct sie auch noöh für die (n+ i)** richtig. Denn 
diese (n+i) 10 Zahl der zweiten Ordnung entsteht^ 

wenn man die n^ der «weiten Ordnung = -l v — -Jj 

anrCn+O^ 11 ^ «wten Ordnung, «=n«fi addirt. Da* 

-i/u jL-u / t \ j n * \ (n+f)(n+a) 
durch erhalt man (n+i) s— - +i>=» '* ■ / » 

welche ./aus (n-^i) ebenso hergeleitet ist , wie -■■» " y « 

^. •' *..■■,' . ■' . * 

aus n. 

3. Galt die' Regel also bis cum n 1 ** Gliede, so 
gilt sie. auch, »och bei dem Xn+t) ton Oliede; nun, 
aber galt sie Jbei dem ersten, sie ist also auch richtig 
bei dein zweiten, und folglich bei dem dritten urtd je* 
dem folgenden. . \ / 
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J$. Aufgab«. Die n te Zahl der dritten Ordnung, 
Her figurirten Zahlen zu finden. 

Auflösung. , Sie ist — 



1.2.3 

Beweis Auch hier läßt* eich zeigen, da fs dieser 

Ausdruck richtig bleibt für <Jas (n+*) te , Glied; wenn 

er für das > n* richtig .war. Es entsteht nämlich das 

(n+i) te Glied, Wenn man das n 1 ^ unare* Ordnung 

su dem (n.+.i) 1 * 1 djer zweiten Ordnung addirt. Wi> x 

n^n+iKn+d) 
nehmen an, dasn te unsrer Ordnung sey =s v— -5 — * 

u. das Co+0 der zweiten Orpn. war 3=*-r 
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alsbdas(n+i.)^ unsrer Ordn. ^ / n +\>V^ ) ^+;\ 
«= £* ■■ ^ ■■ : > find dieser Ausdruck ist eben* 

1.3.3 

so aus (n«fi) hergeleitet, wie das V* Glied aus n. 
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Der Ausdruck für das allgemeine Glied gibt *her 
das erste Glied richtig; denn für n = 1 gibt er * 

V. * . 3 

=-= i ; er frird also für das nächst folgende 

' gelten yjind der Beweis, dafe er immer auch für das 
nächste Glied gellen wird , Kfct pch von Glied zu 
Gh>d fortfahren. . 

% Beispiel. Die 3ote fignrirte ZsM der dritten QrA~ 

'— - • * 3o . 3i . 3a , ~ 

9. Aufgabe. Die n w Zahl der r 101 Ordnung^ 
der figurirten Zahlen zu finden, * * 

Auflösung. Sie ist =■ * yv r ^11 ?, 

1 • 2 • «7 p • » • • » • r 

oder man erhält sie* wenn man alle ganzen Zahlen 
rpn n bis (n + r — i) in einander muttiplicirt, und 
mit dem Produkte aller ganzen Zahlen voa 1 bis r 

• dtödirt. *'" « . . • n 

Beweis. Wie wollen annehmen, die Regel sey 
gültig gewesen für aH? Glieder der (r — l) 1 ** Ordnung, 

_ und &y in der. rV*" Ordnung wenigstens bis zum 
» tc M5fiede gültig: & ist das n te Gtied der r tc » 

# v, r n,(ti+-i>....(n+r — 1) 

Ordnung =r ■ 

1 • a »••••' r 

und das (n4-i> e Glied' der (r — i) 1 «* Ordnung 

(n+ 1) . (n + a )....(n + i +r— a) 

, * . a . . . * . <r— 1) 

au* u.M V (n+Q(n+i) (n+r~ i)/n , 1 

die Summe beider — - — : .- — < — +\> 

■ • 1 . a w....(r-.i) Ir J 

fn+l) (n+a) .... (n + .. x . , »*^m» m- j j~ 
sag v , : x — 1-zJ—, — ^ IL gibt das (ni-l) 1 * Glied der 

1.3,... r , 

r te ° N Ordnung ganz so Ausgedrückt, wie es das all- 
gemeine Glied forderte; > ,- " ' ~ 

Der Ausdruck bleibt also richtig für jedes nach» 
Gftad, Wenn er für die niedrigere Ordnung und 

■ ■ '% 
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Von den aritkm. Prögres^ ho/ierer Ordnung, f 

für d£e niedrigem Glieder unserer Ordjnqng \galt. 
Folglich ißt der Ausdruck richtig für jedes Glied de* 
vierten' Ordnung, weil er galt für jedes Glied der drit- 
ten V (J. 8.), und für' das erste der vierten, welches 

■a' ? "**!; ■ \ « i ift. Eben so gut j&r für die fünft* 

1,-2 .3, .4 

Ordnung, deren- erstes Glied er richtig angibt,, weil 

er für die vierte Ordnung richtig war u« s. w. - 

Beispiel. Die foste Zahl der 7-ten Ordnung is$ 
Wenn man nf=s5o, r =3 7 setzt 

5 ot5i . 5a . 53 . S4 . 55 . 56 • 

' ' *~~i .2 .3 .4, 5.6.x } - 

~ Zweiter Abschnitt; 

,J /**ö>k cten arithmetischen Progreaaionem 

hoher e-r, Ordnungen. ■ * 

>o. - Erklärung. Wir nannten in der Arithme- 
tik (Arithm. §. i5o.) eine arithmetische Progres- 
sion diejenige Reibe von Zahlen, bei denen der 'Un- 
terschied zweier zunächst auf eiuander folgenden über- 
all gleich war; diese nennen wir jetzt arithmeti- 
sche Progressionen der^ersten Ordnung« 

Dagegen verstehen wir unter einer arithmeti* 
scheu Progr^ssion^der zweiten Ordnung* eine 
Reihe von Zahlen • welche so beschaffen ist, dafa die 
Unterschiede zwischen Jem ersten und «weiten, dem 
zweiten piid dritten >( dem dritten und vierten Glied* 
und sofort ^wischen den nächsten auf einander folgenr*- 
den' Gliedern, /eine arithmetische Progression der er« 

Eine arith metische Progression der drit- 
t$n 0<rd'nift>g fei eine Reihe von Zahlen, deren Uu~ 
terschlede 1 von Glied zu Glied fortschreitend gesucht, 
eine' arithmetische v Progression der zweiton Ordnung» 
bilden. Und eben so bestimmt man leicht den Be- 
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8 J&sU Jbüualung. . Zumier AUchniiL 

griff der 1 Arithmetischen Progressionen . höherer Qfd« 

nobgen« .*'*•* 

Beispiele. Progressionen der ersten Ordhom» sind 

bekannt: z. B. 14 3; 5; 7; 9; 11. 

Eine Progression der «weiten Ordnung ist 

IV *•, 9; »*; 35; 35; 4$r 
Jen» die Unterschiede syrischen 'je zwei nächsten Gliedern 
%ind, . ' .3; 5; 7;, 9; 11; i3; 

und bilden einfe Progression der ersten Ordnung. 

Die Zahlen 1; 8; 37; 64; i3&; 2I6; stellen ein« 
t^rithmetische Progression der dritten Ordnung dar, da 
die Reibe, der Unterschiede l %\ 19 j 37; 61 ^ 91 eine Pro-»- 
gression der zweiten Ordnung ist, ^ovou man sich leicht 
überzeugt, wenn man hier wieder die Unterschiede nimmt, 
welche - 13, 18; 24; So -J ' 

sind 2 und eine Progression der ersten Ordnung geben. 

/ ji. Erklärung. .Wenn man die Unterschiede 
zwischen den nächsten Gliedern einer 'Reihe nach der 
Fo%e der Glieder sucht, so nämlich, daTs man den 
Unterschied zwischen. deip ersten und zweiten Gliede, 
zwischen dem zweiten and dritten u; s. w. nimmt, und' 
snU ihnen eine nach' der Folg« der Unterschiede ge- 
ordnete Reihe bildet t so heilst sie. die erste Diffe- 
renzr'tfihe jener Reihe, Nimmt man eben so diq 
Unterschiede der GHeder dieser Differenzreihe, so er» 
halt man die zweite Differepzfreihe u, s, w« 

19t Die Differenzreihen dienen also, um zu er* 
kennen , ob irgend ' eine vorgelegte Zahlenreibe eine 
arithmetische Progression» irgend einer Ordnung sey, 
und welcher Ordnung« * ' >....• 

1 3, Erklärung, Wenn man in einer gegebenen 

v Reihe die Summen dir Glieder so nimmt, dafs man 

zuerst das erste Glied aHein, dann die Summe« der 

zwei ersten Glieder, dann die Summe der drei ersten 

Glieder u, 0, w, aetzt: so erhält man die summ w 

rende Reihe jener gegebenen Reihe, 

Beispiel. So ist die Reihe der Trigonalzahlen 'dif 
snramirende Beihe der- natürlichen Zahlen, und umger 
Itehrt iat , die Reibe der natürlichen Zahlen > die Biffe«* 
ren^r^ihe der Trigonalzfihlenf 
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/JTon djea-drifhm. , Progret*. höherer Ordnung. £ 

b- — * 

• / . * 

i4, Lehrsatz. Die summirend* Reibe fehler aritb- * 
metischen Progression der ** m Ordnung ist eine / 
arithmetische Progression der (r+ i) tea Ordnung. -*- 

Beweis. Das^iste Glied der sommirenden Reihe 
ist gleich dem ersten Gliede der gegebnen; das zweite 
Glied jener isk^die Summe der zwei ersten dieser; das 
, .dritte Glied jener ist. die Summe der drei ersten Glie- , 
der dieser. 4 ' Ollenbar ist also die gegebene Reihe die 
! erste Diffefepzreihe der summirendeu Reihe, und da 
jene vop derr*** Ordnung war* so ist diese. von :. 
der (r+i) ttn Ordnung, nämlich um eine Ordnung 
höher als ihre Differenzreihe, • ■• 

i5. Die figurirten Zahtea sind Progressionen der 
verschiedenen Ordnungen, die alle darin übereinstsm« 
inen, dafs man beim Aufsuchen der nach Einander 
folgenden Differenzreihen endlich auf die Reihe der 
natürlichen* Zahlen kommt. Bei andern arithmeti«* 
sehen Progressionen kömmt man zwar,, wenn man die 
l Differenzreihen rcach einander sucht, allemal auch auf 
eine arithmetische Reihe. der ersten Ordnung und ( 
dion auf eine aus lauter gleichen Zahlen besiehende; 
Reihe; eher jene braucht nicht noth wendig die Reih^» 
der natürlichen Zahlen zxi seyn , und folglich die 
letztere nicht ans i ; i ; 1 ;• zu bestehen« Hieß zeigen 
schon die Beispiele $• lO, 

- 16. Bemerkung. Es ist bekannt, daß eine arith-j 
metische Progression' der ersteh' Ordnung ganz ellge? 
mein durch a; a+d; a+ad; n+3d; a+4d; und 
ao weiter dargestellt wird , indem mit . dem ersten 
Gliede und. dei^ Jmmer gleichen Differenz die Reibe 
gatit bestimmt ist. ' 

17. Aufgabe. Das n te Glied der summenden 
Reihe einer arithmetischen Progression der ersten Ord* 
nung 1 zu finden. ■ - 

Auflösung. Für die Progression a; e+d; ip + ad; 
a + 3dy und so wefcr ist das n te Glied der sumrnw , 
renden Reihe , ' . • 



/ I 



XO Ohte Jbthküung. Stornier Abschnitt 

n.(n — O 



l ' 



■ > * 



ma + : d. 

1 . a ■ • . .. 

** • • , 

* Beweis. Map erhält das n* Glied der frummi- 
renden Reihd, wenn man äi Glieder jener bleibe ad- 
x d!rt. Da mm in jedem Gliede a vorkömmt: so 'gibt 
'das n. a ; und da d vorkömmt einmal, zweimal, drei- 
mal und so' fort bis (n — i)tpal genommen, so kommt 
d vor, multiplicirt mit der Summe <Jer (n-^- i) fersten 
natürlichen, Zahlen, das* ist mit der (ri«~i) tci > Txi- % 

gonalzahl, die =s <-*— : ist 

Die summirende Reibe 'jener Progression föngt 
abo mit folgenden Gliedern an: aj. aa+d; 3$+3d; 
4a+6d; öa+ *od;<6a+i5d; u. «• w. 

18. Bemerkung. Die eben gefunden? 
jrende Reihe gibt schon ein sähr allgemein ausgedrück- 
tes Beispiel von einer Progression der zweiten Ord- 
nung; ' aber doch noch tiicht den allgemeinsten Aus« 
- druck für eine solche . Reihe« Die erste Differenzreihe 
blei&t nämlich dieselbe, wenn man auch jedes , Glieds 
. der eben gefundenen satntnirenden Reihe um b ver- 
gröfsert, und ".'•"■■- • 

bj b+a; b+aa+dj b+5a+3d; b+.4a+6d$ 
v b+5a+iod; b+6* + *5d; 

v. s. w. ist der allgemeinste Aasdruck für eine erith« 
metische Progression der «Weiten Ordnung, ' indem 
fiier das erst« Glied =b ein Willkürliches ist, und 
. die erste Differenzreihe 

a; a+df a+*d; *+3d u. s. w. . 
alle 'Reihen d«$ ersten Ordnung umfafst« ;. 

Das n*° Glied jenes allgemeinen Ausdrucks einer 
Progression des* zweiten Ordnung ist 

c=b+ (,n~— i) a«f ; ■■ ■ d, wen nämlich qr 

' " * 1 ; 2 ; • ' 

f ■ ■ • 

zum ersten Male im aten, d zum ersten Male im 
dritten Gliede vorkömmt. / 
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Von^dtn arülum Progressr fidkerer Ordnung. 11 

19. Zar Bestimmung einer Progression der zwei« 
Un Ordnung müssen also* drei Groben gegeben seyiu 
Sind drei auf einander folgende Glieder gegeben : «o 
.sieht mau diese als die drli ersten an, und ihre Dif- 
ferenzen geben die Werthevou a und a,+cf; die Dif- 
ferenz dieser Differenzen gibt d , uud • damit ist die 
ganze Reihe bestimmt. ' * % - 

" Beispiel. Die*ersten drei Glieder «mögen" 1 . 4 . 8. 
^eyn: soistb^rj; b-|~a=:4j b-f-2a4-d:=r8; also a — 3; 
a+drs:4; dz=zi> und unsre Reihe ist: 

1; 4- 8-, i3^ lgr 3 ^; 34; 43. 
deren erste Differenzen eine gewöhnliche arithmetische 
Reihe 3; 4; 5; 6; 7; 8; g; bilden. Die zweite Dtffe- 
renpreihe ist j ; i ; 1 ^ 1 ; 1» - 

so. Sind nicht drei auf einander folgende Glie- 
der geigeben, so reichen auch jede drei andre zur Be- 
stimmung hin. 

* Beispiel Es sey das zweite Glied =r 2 ; das 5t» ~ü3; 
das iQte =178: so gäbe die Vergieichung mit dem allge- 
meinen Werthe dieser Glieder in §. 18. 

^ a3=b + 4a+6dv " * 
••«■'* i78=b+9a + 36d; 

wofau> man leicht b = 7 ; acz: — 5 ; d — 6 findet. Man 
schreibt jetzt am besten diese ersten' Glieder der gesuch- 
ten Reihe , und' der ersten und zweiten Differenzreihe, 
hin; macht nun aus der Sum- 
me der ersten Glieder beider 
Differenzreihen ~— 5+>6, das 
. zweite G|ied der ersten Diffe- 
reznreihe =r: + 1 > und aus dem 
ersten' der ersten Differenzreibe 
tmd.dem ersten Gliede der ge- s 
suchten Reihe ihr zweites Glied 
= 7 — § •, und ebenso bestimmt 
mftn die folgenden Glieder der 
ersten Differenzreihe und der 
gesuchten Heilig selbst. '. 
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1a Er&U Abtheilung, Zufsüer Jb*chniU. 



31. J^nfgabe. N Die- iumrairende Reih*, einer Bro* 
gression, der pweittn Ordnung zu fiodeq. 

< Auflosung- Wenn thWe Refhe die Form 
N k; b+a; b+aa+d u. s. \y. hat, also ihr uP* Glied 

ist: so wird in ihrer sunumrenden/ Reihe dag n?* Glied 

I . a. » i . a * 3 

* • - .< , , • . . 

Beweis; b kommt In jed£tn Gliede i Mal, al- 
so in n Gliedern,, deren Summe in dem u t0& deraum- 
ipirenden Reihe bereinigt ist, n Mal vor. a kommt* 
im aten Gliede i Mal, im dritten a Mal u. s» fort, 
alfo überhaupt so oft vor ab die Summe der (ti^-i) 
ersten na tu r liehet) .Zahjen oder als die (n— i) 1 * figü- 
rirte Zihl der zweiten Ordnung angibt,. das ist (nack. 

§. 7) — ~<— M9L Die Coefficienten, mit welchen dl 

im dritten uod it\ den folgenden Gliedern vorkömmt, 
sjnd die (n-—a) ersten TrigonnlzaWen, deren Summe 
die { n — * a )*• ßgurirte Zah|l der dritten Ordnung 

* (nach (§• 8.) angibt Also er- 
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hellt die Richtigkeit der Summe. 

* aa. Lehrsatz« Wenn man Zahlen f, f +g# 

f+ag u. s. w. f -die eine arithmetische Progression der 
ersten Ordnung bilden , rtuv zweiten . Potenz erhebt: ao 
bilden diese Quadratzablen eine arithmetische Reihe 
der zweiten Ordnung. ' ,< 

Beweis* x J^immt man drei auf einander folgende 
Glieder aus der Röihe der Quadrate/ zum Beispiel 

(f^g) a «r4-afng+n Ä g*i 

(f+(«+i)g)^fHa , (n+ / OfC+(n+»>Y; , 
(f + (n+ a)g) 4 « t a + a (n4- i f g+(o+ a)*g\ 
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Pbn den ätüJun» Progrw. höfkrer Ordnung. iS 
ad «iud die Unterschiede der beiden ernen 

der beiden tetiten «s»a f g+ a n g*^«)* ' 
und der Unterschied dieser Unterschiede es ü g * Jene 
Unterschiede waren Glieder der ersten DiffeK^nzreih^ 
der letztere Unterschied ist ein Glied der zweiten Dil« 
ferenzreihe, and. da dieses gar nicht von ta abhängt, 
also gleich, bleibt, welche dref auf einander folgende 
Glieder, man auch betrachte: so ist die Reihe unserer 
Quadrate eine Progression der Zweiten Ordnung, i& 
welcher das erste Glied der ersten DttFerenzreihe 
s^saafg+g*, eben da* ist , was w "allgemein (in $.iu) 
a nennten; die siunmtlichep Glieder der zweiteq Diffe- 
reuzreihe werden = ag% ab Werth unseres d.« * 

i. - : a3; Hieraus liefse sich die Summe Von rt Gli©- % 
d«m jener Quadratenreihe finden*, wir wollen indefir 
dfcn Wertb des n ten Gliedes ihrer summirenden Reihe 
noch auf einem andern Wege aufsuchen* 

a4. Aufgabe» Die Summe der n ersten Glieder'' 
jener Reibe von Quadratzahlen zu finden. 

Aufl&utig. Sieiit=:g».~+(a*g— g*).-£+ 

O.' 1* 
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Beweis. Es sey die Summe unsrer Reih? bis, 
stiifi n*«*GHede dureb s=te^ti + j3n a +yn 9 ausgedruckt: 
•o 1/rird^ woferri <*, ß, y nicht von n abhängen , diV 
Summe der ; (n+ i ) ersten* Glieder =± a (n+ i j A 
+/3(nif 1 ) a +y(n4- ? seyn müssjm , indem das all-* 
gemeine Glied ja immer auf einerlei Weise veni In« 
dex «tyli&§eu lauf* Die Summe der (n+ i)' ersten 
Glie^hesttht aber .aus der Summe der n ersten 
und dem (n+,i) Mn Giiede; alsa.jmufs 

•eyn; also wenn man* entwickelt und nach den Poteu- 
4ta von n ordnet ^ - •-•"" 



/ 



I 

I 
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1 4 Ernte Ablheilufig. Zweiter Abichrritf. 

., .,. f*4v*fgi>+gV ; v i \ >• 

Diese Gleichheit soll gelten für • jeden Wertet ron o 
pnd -wir setzen deswegen die Glieder gleich, welche 
gleiche Potenzen von n enthalten 



odery=yg; £^f g~— y=«f g-- -£-g ; - 

Diese drei Coefficienteu sind also wirklich voü.n nri* 
abhängig und das summtrende Glied ist nun richtig 
gefunden. 

* * * 

y *5. Um ' deutlicher ssn übersehen, dar« die Glei- 
cKung f a +afgn+g a n Ä ' ' V 

- =(a+ / 9+ r ) +(a/?+3^)n+3yh a ' 

zu jener Bestimmung führe* dient folgende Üeberlew 

gung. Allerdings konnte die Gleichung auf tnehr als 

eine 'Weise aufgeloht werden, wenn. man. n nur einen 

einzigen Werth beilegen dürfte; alsdann reichte he« 

kanntlfch diese eine Gleichung nicht hin r um aus ihr 

jdie drei' Größen, «, /?, / zu %estinlmen. -Aber di« 

öleichung soll gelten für einen jeden WerCh Voq. 

ü, er werde jjrofe odpr klein angenommen. Setzt * 

i9ann»o. so mufs also das erste Glied f a ==«+/?+/ 

aeyn, u'nd wenn das ist, so geht die Gleichung in 

3fgjn+g*ö m =(2/9+3y)n-f3yn* 

v oder afg+g*n r=(2/?+3y) + 3j*n/ 

über, welche für n=so, gibt ^ - '; 

^ afga^i^+3r ; / 
und dann endlich g a === 3;% • / 

Diese Vergleichang zweier Reihen, indem man, 
«ie Glied für*Glicd einander gleich setzt, findet in** 



s. 



pon dm aritlun. Prvgress* Höherer Ordnung. 1$ 

* k * " * v 

mer Statt, wenn die Reiben gelten st>llen für einen je- 
den Werth der Gröfse, naqfr deren Potenzen die Reihe 
geo#dpet >ial* In ttnsrer Reihe zuip Beispiel .haben ja, 
die Glieder ,3yn* und gV einon viel mächtigen* 
Eirfflufs hei großen Wertueu von n, als die nur mit 
der ersten Potenz von n mulüplicirleii Glieder 3 fgn/ 
und (^ ^+3^)q haben, und folglich; konnte die Gleich!» 
heit nicht für alle Werthe von n bestehen, wenn man 
nicht, jene Coefficienlan und so auch diese gleich 
setzte. \ ..• • • - ' . 

4 Beispiel. * Der Gleichung i + ^ h + 3 n* r= £4? ? * + £*** 
konnte a&etdiugs,' wenn ich nsri' setze, -Genüge geache- 
hen durch" ^=z3, jy:==:i , £ac2,' aber dann würtfar ftr 

nrrrrnamer Werth von <f+^ n 4"«? n * ==: 3 + *• ? ^r ß l- 4= i5 
werden, statt dafs l + 2n + 3n ft :r=i4-2.2-|-3.4 = 17 
wird , und 'auf ähnliche Weise würden -jene , nur einem 
Werthe von n entsprechende Werthe von ^ ^ , 3* immer 
mehr und~mehr etwas au Geringes geben , weil die ho* 
her# Potenz^ von n nicht oft genug. genommen werden» 
Soll also unsre Vergleiqhung allgemein, gelten, somüsgeg 
die Werthe, von £ 7 jf, $ auf die angegebne Weise be-^ 
stimmt werden, lind es muß ^— 1, ^=2', «fr — 3 seyn. 

26.' Der Beweis der vorigen Auflösung ($. 2 4.) 
hätte sich auch daraus herleiten lassen, dafs das (n+i) ta 
Glied vermittelst des n ten und des hinzukommenden 
(i'+ng)* richtig gefunden wird. -- 

27, Beispiel. Wäre f=rg=i; so Jbatte man , die. 
Reihe, der Quadrate der natürlichen Zahlen. ' 

- v ' \y 4; 9; 16; 25; 36; ^ 

- deren Snmmen bis zum n«n Güede , also nach der Au£> 
lös.: $. a4. wird * * "'♦•-• 



n ? +— n a +-rn. 



3 - ■ 2 ~v ■ « 

Die 10 ersten Quadratzahlen, geben also 385. 

a8. Bemerkung. Eben die Ueberlegungen , welche 
wir §. 18. angestellt haben, und äie ich hier nicht 
wiederholen "wHl, zeigen, dafs man den allgemeinsten 
Ausdruck für eine Progression der dritten Ordnung 
erhält, wenn man / 



k> . 



16 Erste äbikeilung. ZveiUr Jbtchniit, 

/ ■ « ■ 

i x ... 

das erste Glied =c, 
das zweite =:c+b ? 
das dritte * £=c+ib+a| 
das vierte s=c f 3b+3a»£ä> 
. ri. allgemein 



*.\ 



da* n tö Glied =ci(tt-r>i)b+ ^ % - 2?«. 

, (»— 0(n— 3)fe-r 3) d 

•eist Das n w Glied nämlich ist Hier .gleich e addirt 
su den! , allgemeinen Gliede dop Summe einer Reih* 

,4er eweiten Ordnung. Die erste l Differenzreibe dieser 
Progre&sion ist der allgemeinste Ausdruck der Progres* 
8ion der * zweiten Ordnung , und Indem man allen 
Gliedern etwas Willkürliches =c zulegt, so mnfafst 
man eile Reiben der dritten Ordnung. ..: 

09. Wenn man die Differenzreiheö nach der 
Ordnung sucht, So ist b das erste Glied der ersten 
DifferenzreUie, a das erste Glied der 'zweiten Diffe- 
itenzreihe, d das erste Glied und gleich allen Gliedern 
der dritten Differedzreilie. ' ••>. 

Es erhellt nun Reicht, wie man aus yier gegeb* 
iten Gliedern der Reibe die g^rize Reihe bestimmt* 
Sind es vier auf einander folgende Glieder« so nimmt 
man zwischen ihnen die Differenzen, sucht die diesen 
entsprechenden zweiten Differenzen und zwischen die» 
sen, die dritte Differenz. Man führt nun die Reibe 
der. zweiten Differenzen als arithmetische Progres* 
*ion der ersten X^rdnung fort, legt jedes Glied zu 

' dem vorhergehenden der ersten Differenzreibe, um 
diese erste fortzuführen, und 'legt diese Glieder der 
ersten Differenzrabenach und nach m den schon ge- 
fundenen der verlangten Hauptreihe, 

Beispiel» Es mögen 7, 9, 5, 6 die Irie^: ersten Glie* 
.der der Reibe seyn: so ist der Anfang der ersten -Dj£» 
ferenzreihe < +2,-4, +1, 

der zweiten Differenzreihe —{6, -|- 5^ 

ler dritten Differenzreihe +11. 



» 
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. Von den airithak Pfögru*. Wterer Ordnung* i ) 

man bildet nun lettht die Reiho^ &htin> min ^m der* n«l 
ben*teheh49n Taföl «üerst die Jet2te .Differenzreihe , dann 
die Weite, daiui <iie ,er>$e Jupsclureikfc , -,,', i 
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Reihe* 

der dritten 

Ordnung. 



Differenz^ 
^ fieijte. 



.i-s- 



.'j *A> 



,*> ».» 



^ 



\ ' 



^m »i 



9 



T ■ '*> H 



.1 



5 



Differenz- 
r&bet'* 



< 



'-— : 4 



+ a 



... 
— 6. , 



- reibe; "' 
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+ '5 * 



• +ii 



* i 



23 

■ I« .1 ^ I 



6? 



i4g 



280 



471 






44 
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82 



T*? 



16 
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+~lt 



u. 
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58 



*3i 
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733 
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26^ 
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V 1 -ir.i« 



+ ir 



11 
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1Ö77 



i5i4. 



ao55 
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437 
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UMM^nJUa 



82 



•W 



93 



l;l. 
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Ii 
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- j 



11 



• T ■ J> 



4—* 



''7 

' vi. 



«•< 









M 



1 3o* Aufgabe. Die Sümnae der o ■ersten Guedel 
einer arithmetischen Progression der dritteii Ordnung 
ztx bestimtnem 

Auflösnng. Wenn difc Buchstaben die. BecfeaV 
long wie' im §. 28. haben, so iat diew Summe v ^ 



n.jc+ 



ii« (n 
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' • • . .. 

Jjewei«* Es kömmt o; fe federn Gli^de einiiifti 
vor > also in der Smutne n Mal. b kömmt im zwei* 
ten Gliede Zuerst/ und dann mit den •(«-»*• i) ersten, 
uatürticheti Zahlep inultipHcirt vor; in der Summe 
also mit ider (q—j)*«« figurirten Zahl d^r zweiten 
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/" r - " - ». * ' 

Iß ' Erste dbthtüung. Zweiter ,u4bschnitt. 

• * 

Ordnung,; di<* Factaren, mit Welchen a, welches im 

dritten Gliede. zuerst vorkömmt , multiplicirt ist , sind 

*die (n~^— a) eroten Trigonalzahlen, ilso/in der Summe 

ist a mit_der (n — 2) ten , figurirten Zahl der dritten 

- Ordnung multiplicirt. Endlich bat d, welches in dem 

vierten Gliede zuerst ..- vorkömmt >. die (n— 3 ) ersten 

figurirttü Zahlen der' dritten' Ordnung« zu Coefficien- 

ten, und in der Summe folglich; die *(n — 3) te figurirte 

Zahl der perlen Ordnung zum Coefficientefc, wie es 

die Formet abgibt' 

3|7 Bemerkung. /Wenn man; die dritten Polen* ' 
gen der auf einander folgenden Glieder eiuer gewöhn- 
liehen arithmetischen Progression sucht, so erhält 
man eine Progression der dritten Ordnung, Denn 
Wenn f, f+g, f+^g die Progression ist < so, ist der 
Unterschied zwischen dem («+0 tctt und dem u^ 
Gliede , der Reihe der , dritten Potenzen 

-.-;;- ,-'/■ - VCü*— 3n+i) 

Diese* ist also das allgemeine Glied der ersten Diffe« 
irenzreihe; und da dieses aus einer Summe von Glie* 
dem besteht, dien*, dien und dieblofs gleich blei* 
fcejOde Grofee enthalten; da diese Glieder , "indem ttian . 
b die verschiedenen Werthe i, 3, 3 u. s. w. gibt, 
Progressionen der «weiten Ordnung und .der ersten 
Ordnung geben, so erhellt, dafs die Summe öder dafs 
eben jenes allgemeine Glied einer Progression der zwei- 
ten Ordnung angehört« ' .. Man könnte sich davon auch 
durch das Aufsuchen der Differenzen von ~ vier, auf 
einander folgenden Glieder überzeugen , yvenn man' 
nämlich die zweiten und dritten Differenzen bestimm- 
te, indem man die letztere von n unabhängig finden 
würde; hier scheint mir jene Andeutung, die in der 
That einen strengen Beweis enthält, hinreichend. 

3 a* Aufgabe. Die Summe der Guben der n er* 
Jten natürlichen Zahlen M linden. 1 



s 



fbn. am arithrri. ifagr«*. 1 TüSherw Ordnung-, ig 



** 4 a 4 

" Beweis/ . Nehme ich an, diese Summe sey 

=*+ßn+rn*+8n'+en 4 +£h' ' 
- " i ter;Cl ; +a 3 +3 , + 4 ^ +5 3 ++-^n , ), sa muTste sie 

werden, wenn man noch das Glied (n-f 0' hinzu nah« 
ine. -Dfcr Unterschied beider Ausdrücke oder 
/?+y(2n+i)'+5C3n a +3n+i)+>C4^+6riH4n+0 

' gabCfdso''n^3»*+3:n4u« t . v ;;• 
Dieses mu& für jeden W*rth vcai n<£elten; ts mufs. 
also alles wa^ i>, alles was n*, alles ^s/n 9 , alles Vas 
n 4 enthält | jedes für sich betrachtet, gleich, werden. 
Da nun n 4 nur- in dem einzigen Gljede $£n^ vor« 
kömmt: so mwls -£***§ seyn, (was sich auch schon 
ans §. 3ö. Von 4 selbst versteht):* Da n 3 blofs in den 



beiden Gliedern 4 en ==sa , vorkömmt, so ist; 

und wir. erhalten ieUt mit Hülfe dieses Werthes die 

■• ' • • i . . ; . • ^ 

(Glieder welche n a enthalten* 3Sn z ^^^ n z äs SnV 

also 5= — : diese Werthe In das Glied resetzt, wel» 

* * * . 

ches n enthalt , geben k yn+— n +ö==3 n, dasist/r= — . 9 

Endlich ß +4" + — +"~ ■=* *■> also /?=s=o. Die an* , 

4 a ' 4 • 

genommene Summe =a +/?x+y X*+# x'+ t x 4 ^|- £x* ist 

also *=*'*+*— n* +-""■' n l +~n 4 Hier scheint <* un- 

. 4 , . a 4. , ' ,« », . 

** ' * * • 

bestimmt zu. bleiben; aber da die Sutome =o seyn I- 
mufs, für ntszxQß so ipt a=so. n 

'"3 3* Lehrsatz. ' Wenn von einer arithmetisch ei* 
Reihe" irgend einer n to Ordnung das p te > das (p+q) 1 **' 
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90 Zärtt* Jbtheüung. Ztveii^ jibachnitt* - 

da* (p+a,q) te ' d*a (p+34j) te Glied tfnd so Weiter. ge* 
nomtnen wird, Glieder uämlich, deren «Zeiger in -einer 
gewöhnlichen arithmetischen Progression fortgehen:, so 
bilden diese Glieder alfein betrachtet, wieder ein* 
Reihe eben derselben n ten Ordnung,; nnd können als 
- deren , erstes, zweites, drittes, Viertes Glied u, s, W. 
angesehen werden. 



Beweis. Ich werde hier .mir den Beweis an -ei 
»er Progression der dritten Ordnung führen^; die, Art 
der Beweisführung Iwifd aber »eigen , dafssie bei allen 
hohem Ordnungen, nur mit mehr WettHuftigkeit, 
anwendbar sey, ;• 

* > 

In der §. 28. betrachteten Reihe der dritten 
Ordnung ist das ;p te Gtiedi^ ' " * "' 

r«fr(p~ 1 jb-t' r ' ■ ■' > ■ <a x ' ,^' ■■< '■■ " v * ' ■ " *dfr 

1 • a Ji : • ^ä • ♦ .5. ^ 

das (p+q) 48 Glied = 



* \ 



— a 

1 '. Q 



(p.+ q — 0(p*fq— a)(p+q — 3) ,^ - 

das <p+aq)* Glied « * ~ 

c+(p+*q — Obf — — — — - r * n -* 

, (p+aq— i)(p4-aq — aXp+aq~aj ^ 

1 . a . 3 1 



^ (pfgq^OCp^q-aXp^Sq-?) ^ 

' 1 * ^ • / 3 » ... 3 -. 

' Nimmt man die? Differenzen zwischen diesen Glip- 
4ern,>o erhält j&w folgende, gehörig geordnete ©i£- 
_ ferenze»: 



.*■ 



T 
/ 
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H* 



Von den arithm. Frogreaa. höherer Ordnung, a» 



a 



. fq(V— ' *p+ » +q'(3p— 6Hg 



I * / •• A . 3 • 3 



als erstes Glied j 

1 -.. 1 - a J 




, j g(g p»-ia p + i Q+g'fop- 1 8)4-7 g r |. J 
nr<i ' r " — - — .- ■ i ' i ■ ■ >cu 

L ' l ' *' 3 . J 
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eis zweites (Glied, 

als drittes Glied der ersten Differenzreihe. 

• - - •» '* \ . ' 

1 Die Unterschiede zwischen diesen» oder die Glic* 
der der zweiten Differenzreihe werden 

, j^(6p— i a )+6g'l , ., : , ' 

1** 1 u.a. 3 {*> 
, tind q a+ V ". .. , — ~Tc — — H- - 

LA • 3 • O I 

Endlich das eftte. Glied der dritten Differenzrethe 

dieses hangt also nur von d und Ton der Anzahl q ', 
der Glieder ab, , die zu Bestimmung des Abstands der 
hier genommenen Glieder von einander dient. : Diese 
dritte Differenz bleibt also auch bei weiterer Fortsez- 
zung der Reihe unveränderlich , da sie gar nicht mehr 
davon abhängt, ob das p te Glied, das (p+q) te Glied - 
oder irgend ein v andre* das erste hier betrachtete Glied 

Der Beweis la'fat sich auch allgemein so führen. 
^)a.b vorkömmt,, als imiltiplicirt in eine Reihe der. . 
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12 Eftte jfbtheilung. , Zweiter utbechnitt . % 

- ersten Ordnung, so kommt b in der zweiten "Differenz 
'nie mehr vor, da a in Glieder einher Reihe ,der zwei« 

teo Ordpung multiplicirt ist, so enthalt die di'itte Dif- 
ferenzreihe kein a mehr; endlich d^ die CaefRcfeiiten 

• T©n d eine Reihe ^ou Njer dritten -Ordnung bilden, so 
kömmt-d nicht mehr in d*r vierten Differenz Vor. $ö koa n- < 

. te man offenbar anth für höhere Reihen forllctiliefoeit 

34. Erklärung. :i Eine Reihe interpoliren, 
. oder durch Einschalten vervollständigen , heifst, 

* zwischen den gegebnen Gliedern andre, die dem Ge- 
setze 4er Reilje entsprechend sind, finden. 

Beispiel/ In der arithmetischen Progression der er- 

- sten Ordnung 5, 9, i3, 17, «ehaltet man zwei GlWer 
zwischen jeden auf einander folgenden, gegebenen ein, 

vreAn man die, Diflefeqz nir ~-der Vorigen setzt; also 



6/6^-, T-%+> & *o-^S **•<—, l & u » <m£ ist die vervolL* 

standigte Reihe. . ^ V 

In dtfr Progression der zweiten Ordnung 
** 4, 9, 16 schaltet man drei Glieder »wischen jedem 
Paare der gegebnen ein , wenn man setzt : 

4V 



renzen werden hier 



9 11 %3 i5 _ _ ;__ <* m « ' . ' 
1 "£' T T» "^f un d bilden eine frtegressioit 

der erffen Ordnung; die durch Einschältttfig vervoll$ta*n- 
digte Reihe ist also, eben so gut als die gegebne, eine 
Progression der »weiten Ordnung. ' t » 

, 35. Aufgabe, Eine Progression der zweiten Ord- 

v , ' ,' b^n a *4"n fn— j Y 
nun& deren allgemeines (n+ te * Glied- - ^d 



1 .3 



ist, durch Einschaltung von (p — 1) Gliedern zwischen 
jedem Paare der gegebnen zu vervollständigen. . - ' 
Auflösung. Da die vervollständigte , Reibe p Mal 
so viele Glieder erhält, als, die gegebne* so ist dasje- 
nige Gljed, welches vorhin das (n+i) te hiefs, jetzt 
dtts(p.n+)) tc »ad es wird jetzt das <j le Glied gefunden, 



1 •/ 



*Fm den arithm. Progres*. höherer Ordnung^ i£ 



s % i 



M«*> 






1 . 2 

Beispiel; In der Reihe 4g, 64, 8 1 /sollen 5 Glieder 
«wischen jedem Paare eingeschaltet werden , also p : — x =r 5$ 
b;z^:4g, a^=i5> dz^x Sucht man nun in der neuen: 
Reihe in welcher 64 das siebente Glied ist), das IQ 1 * 
Glied, so ist qsio; lind dieses Glied 

und die Reihe ist i ^ 

-Berte!«, Qäfs zuerst die nach der Regel, welch* 
die Auflösung angibt, gefundene Reihe, wieder eine 
^rogr«3sioi^ ^r^VRei^ ^Ordnung ist, erhellt leicht, 
da ihre erst» Differenzrei he, wenn man die Unter» 

V * » \ 

schiede zwischeh den, Gliedern, 4$ren Zeiger ' 

'•>' \i (q+l), (q+tl), x ' 

sind, nimmt, eine Progression der^ersteü tJrdnung ist* 
Das «j** Glied soll nämlich aeyn, 

P P v .V P '.• a ■' 

.■• / ;p^ p^p >••- ya v 

da 9 (q+ 2 )« «b+;^ a+ - p -v w - p ~ - * J7* 

Die Differenzen smd 

* — — --+1 5—"-—"" mmm \ /TT* 

p V P pi^ * - 

a r'/aq + i l \d 

PVP p/a 



\ » 
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a4 Jßrste JbtJieilung. Z&eitw jibtchmtU •' - 

• " i 

deren Unterschied, a}s Glied der zweiten Qifibrenz» 

d - ' , # * * ; 

reihe =—5 ift* ^Dieses ist van q unabhängig, also im* 

m$r gleich, welchen YtTerth auch cj'habe. 
V . * Auch das s weite, was bewiesen werden mn^ 
aa& nämlich die, gegebnen Glieder so Vorkommen, daß 
da* dortige erste mich jetzt das erste , das dbrtige zweite 
jetzt da* (p«f i) 10 ' das dortige dNtte jetzt das (2 p + i)* 6 * 
das dort igt* (n+i)*? jetzt das {npf O * wird, ist richtig. 

* * * . 

Sucht man nämlich uach die Formel der Auf» 
lösung das (np+i) te Glied, sp d$fs statt q jetzt 

(u p % j ) gesetzt wml^ so findet man b«f na+— r— ^ — d, 

tmd diesas ist der W^rth des Cn+O tfat Gliedes in der 
gegebne^ und folglich des (np+i) te ? Gliedes in 4er 
vervollständigten. ft<fibe, v»e es seyn mufs. 
*'. 36*. Aufgabe. In der arilhmet. I^rogreösjiön irgend 
«rorir hkhern r itn Ordnung, deren (n+ i) 1 * Glieä durch 

- tf4'n.pr4''— ^ ü ■ ; y4 v- " " , u „ — >— 

• •. ***" - 1 • 3 • 3 " - ■ . ' ' , 

s ' » B 'C"— 0(n— a(n~3) a - ' 

x s 4» ■ ' ■ . -. „ ""■' i| - — -— — ^+.n.s.r. 

- -1 , a,3 . 4 

ausgedrückt ist, die einzuschaltenden Glieder zu fin- 
den, .wenn zwischen jedem Paare von Gliedern fp^O 
eingeschaltete Glieder Platz finden souep. >. 

Auflösung. Das q t? Glied der vervollständigten 
Reihe ist ■ ~ , 
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Von .am arithm. Ptogress. hölterer Ordnung. aS 






- Beweis, Es erhellt ertlich, <Ja& diese Reihe, 
wenn ihr allgemeines Grlied' dem allgemeinen Gliede 
der gegebnen Reihe entsprechend, wie es dier** Qrd« 
nung« fordert, fortgeführt wird, eine Progression der*, 
selben Ordnung ißt; »her Auch zweitens stimmt das 
erste Glira der gegebnen mit dem ersten Gliede. 
der vervollständigten, das zweite Glied jeuer mit dem 
(p+i) t€n dieser, das , dritte Glied jener mit dem ' . 

(ap+i) ten dieser^ und allgemein das (n+i) te Glied | 

jener mit dem (np+ 1 ) ten dieser genau überein, so 

wie es den Forderungen der Einschaltung gemäfs ist. 

- '■-/'-.'• . .♦ . ' i '. ■ 

37. Bemerkung. Werio trfen also nur so^^iele ' 

Glieder der Progression kennt , als %xx jh^ec gehauen v 
Kenntnis erfordert werden > das ist, $6 viele ajs zx\ , 

Bestynraung der Differenzen bis zu der Differenzreihe 
biny ift welcher alle Glieder gleich werden, nöthig 
ist: öo hat das Einschalten keine Schwierigkeit. In 
den Bezeichnungen der letzten Aufgabe ist a das erste 
gegebne Glitfrl der Reihe selbst; ß das erste Glied der ' 
ersten Differenzreihe zwischen den gegebnen Gliedern ; • ' * 
y das erste Glied der zweiten, 3 das erste Glied der 
dritten Differenzreihe, die man aus den gegebnen Glie* 
dem findet, q%d so die übrigen Buchstaben die An- 
fangsglieder der folgendeq Differenzreihen. Diese alle 
sind also gegebne Gröfseh, wenn so viele Glieder ge- 
geben sind, als die Ordnung fordert, zu welcher die 
Progression gehört. j ' „ v 

- 38, Bemerkung. : ' Man kann diese Interpol atio« " 
nen oft auch da anwenden, yro die gegebnen Gröfsen'' -.1 
nicht mit völliger Strenge als einer arithmetischen Pro- 
gressiv höherer Ordnung angehörend, dürfen ange- 
sehen werdeu. Die Logarithmen zpm Beispiel gehen 
nicht nach, einer solchen, Progression -fort.;- $ber sie 
^entsprechen genaue^ einer Progression der zweiten als, 
der ersten Ordnung^ besser einer Progression der 
dritten als Ao% zweiten Ordnung. u, s. w, uftd taap »' 
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1 6 JEr4/# Jbtheiktng. üSuxiter Jb^iniU. 

jcima die zwischen einzuschaltenden LogVrkfimeri desto 
genauer (finden, j* mthtere* l^ogaritlimen nia« als 
Qlied^f einer Progi^essioa von höherer Ordnung zu 
Hülfe nimmt. 
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Beispiel. Aus den gegebnen lyogaritbrrten Von n, 
*2, i3, l4 ; i5 den Logarithmen von; l4v i zii finden* 
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Von ätn ariihm. Progres*. liöherer Ordnung, ij 

\ -, '• ■ ■ v •> 

, Wollte man hier die Logarithmen als ein* Progres- 
sion der ersten Ordnung ansehen, so wurde* man,* »ich 
"begnügen '« 

j 3l < .--;•■. r • , 

+ — ,o^)377ß«5 = o r i 171443 J , \ 



• ' '., also =1,1 58f)3 70 zu setzen. » ' 

v 'Aber Log. i4,i ist =2 1,149219V 
Dies waxe oft allzu- sehr von der Wahrheit entfernt, da 
cli^ Logarithmen £ier weit vor* einer gewöhnlichen arith- 
metischen Reihe abweichen, 

' Nimmt man öocli das dritte GIi$d ' 
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<v - ! '* ■ v :pr:-*-*o,,oo985o$ 

u 'äu dem Vorigen ss i,i58jg»37& 

so erhielte man Ä i,i436£6i. - *- 
Das vfcrte' ©Ited te= ■ *' *' ' ' >. " • - ■ V. : < 



'•' 7- ' v ♦ ' s=+of>oo5359 

• • in dem Vorigen r^3 ^,1^861861. 

— — — ■— — iil > I . 1 ■ 

. ."i «, .' ^ ' *'.' gibt €3? ,, 1^,1492^0. 

t>as ßthftö;'QMe4*ia* ,55: : ,.; ^ , ,, 

-± ' • /# - n'# v ^— <V>oooq3oN 
. sä($,O.0b?3 (»>0 fa»)rV ' ; a4 J 

,'.'": \ i * - - 'sjh— ~ 6,0000027 r 

, toip Vorige n fca 1,1492320 * 

gibt ä= 1,1492193 i 

Endlich das sechste Glied « > .• . ' ' - • 

Ä(3,i)(^0(i,i)Co,t)(^o, 9 )^p^ J 

SÄ-^-OfcOOOÖOQl. ' 
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a8 Erste Jbthtilang. Zweiter Abschnitt 
•. •- - '•"•-. • • - ' 

.-'"Qaser, Logarithitfe wird also als. Tri terpolationsglfed 
mner> Repi^ de* 5««» Ordnung, angfesWaeö =£:i,i 492192^ 
welcjies schon fast genau hiit -den Taieln zusammen trifftv 
'-Hatte man mit Hülfe grqfserer, Tafeln , wo die Lo- 
garithmen ^is auf zehn Decimalstelleti «berechnet sind, 
den Logarithmen von i4,f durch Interpolation hi$ aur 
-zehnten Stelle' genau Anden ''wollen: so hätte man die 
Logarithmen als ein4 t Reihe, von noch, höherer Ordnung 
^ansehen müssen. % « > 

39. Anmerkung, Ganz auf dieselbe Art verfahrt 
toan immer, wo man aus inebrern gegebnen Größten die 
zwischen 1 liegenden regelmäßig einzuschalten wünscht. 
Hat- fciam nur zwei Bestimmungen (z. B. zwei fteobach- 
% tuugen eines Himmelskörpers), so kann man die Progres- 
sion nur als eine der ersten Ordnung ansehen; obgleich 
man .sehr oft diese Voraussetzung als unrichtig Aner- 
kennt. Hat man drei Bestimmungen, so werden die Ein- 
achaltungen 'schon genauer, indem die Reihe als eine der 
•»weiten Ordnung angesehen wird. Und so erhält man 
.a'ns meteerrt Beobachtungen* oder Bestimmungen, das Ge- 
setz des Fortgangs immer genauer. 

Lägen die gegebnen Glieder nicht gleich weit aus 
einander,, so könnte man .sich durch ähnliche Betrach- 
tungen dennoqji helfest. Hätte man «r. B. den Ort. $ines. 
Himmelskörpers nach Zwischenzeiten von ia, von 17,, 
von 4g, Von H i3' Stunden, beobachtet, so konnte; man die 
Orte als das;i«©Vvi3te> 5ote. 49t«» 6 2te, GJied einer Reihe 
der^vierten Ordnung ansehen, und darnach f wenn es er- 
jforderlicb^ -Vfäre^ *far alle Stunden /den Ort berechnen, 
-der desto genauer ' wäre, je weniger die wahre folge 
der- Zahlen' von einer- Reihe der vierten Ordnung ab^ 

s * 

4o, Bemerkung* Die Betrachtung im. jL 3i* 
läfet leicht übersehen ,' dafs ein Ausdruck wie^ G \^v 

t ax'+bxHcxVf dx^fex^f :."• '■■■.* - a/J 
wenn man tfarin-für x Wlfertfre, die in etnar gewöhn- ^ 
liehen arithtufetischen Progression fortgehe«, setzt, ein* : 
Progression derjenigen- Ordnung gibt, welche durch 
die höchste Potenz von x angegeben wird, a x s näm- 
lich gibt, sHTfiin man darin fjir.x jene Werthe setzt, 
eine vrithnetische Reihe der * fünften Ordnung« die 
folgenden Glieder £eben Reihen niedrigerer Ordnun- 
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N Vok d&i ßritfwu Prvgrea*. Mf&rer Ordnung. *o 

— » . \ 

gen; es erhellt also, data diö Summe aller Glied«* 

eine Reibe der 5 un Ordnung gibt« §et»t man nanu 

lieh statt X^b und nach x t x^i r x*fa u. s^w* 

40 fallt schon in der -ersten Diffierehzreihe das Glied 

ex, in der zw<pt$n DnTereözreihe «das Glied d.x* weg- 

u. is. w.; ia Jeder Dtflferenzreihe wird die Potttiz von 

x um 1 herabgesetzt, und die fünfte Differenzreihe 

ist von x unabhängig. 

v v • • 

/ Da man in bestimmten Gleichungen die ganzen 
Zahlen , zwischen welchen die Wui%eln liegen , oft 
djirtib Bestimmung der Wert he, welche die Sa/junö 
aller Glieder. gibt, wenn man x nach und nach =0, 
= 1 u. s. w. s^tzt, finden müfs; so geben' die Djfie- 
renzreihen ei», Mittel den Werth der Summe leteht-- 
für Mehrere "Werthe ton x zu finden >( wenn man ihn 
für einige kennt« 

\ Beispiel.^ Es sey /•''.'' 

je 4 — ax 3 — fl3x*— ax-*-a4=ry, 

so findet man leicht y 'ffi*. xrrro, xss— 1, xs — a> 
x !±= + 1 , x=4* 2 / u nd wenn man daraus difc Diffe- 
renzen sucht, so erhält man dadurch die in, der fol« 

bezeichneten Glieder« 



genden Tafel durch * 
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Die Fortfuhrung der Differenzreihon, wie im $. ag. gibt 
dann die üllrigen sowohl vorhergehenden als nachfolgen-» 
den^ und mau siebt, dafs -~> 4 uu3 + 6 Wurzeln der 
Gleichung sind, . ' . , \ - '.* , > y 
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Dritter Abschnitt. 

Von ,d$n tPertnutationeru , 

• • v - • • • * '■"»■'.• 

4u Erklärung. Wenn, irgend eine Anzahl ver- 
miedener Größen a,b, c, d, e' gegeben ist: fco be« 
steht das Permütiren darin, daß man diese Großen 
in einer andern Folge aufstellt. Jede solche neue Stel- 
lung der Großen gibl eine . neue Permut etionsfo r in» 

Beispiel, abcde, aecbdt, adeob, sind 
Verschiedene Permutationsformen 'jener fünf Gröfifen. 

42/ Es soll hier bettimmt werden, theils, wie 
viele solche Versetzungen für gegebne Größen opöglich 
sind, theils wie man sie alle gut geordnet darstellen 
kann. 

43. Lehrsatz* Wenn n Großen , alle von einan^ 
der verschieden* gegeben sind;, so ist die Anzahl aller 



. ' ' ' 



. ß*bn 4en t Fermutdiionen» 5i ' 

äna ihnen zu bildenden Permutationsformen gleich dem 
Producta $ller natürlichen Zahlen Von i bis n,* diese, 
letztere mit eingeschlossen. , \ ., 

; .Beweis W]enb man eine Gröise a hat: sq ßftt 
«ich die fetfeite b mit ihr so zusammen stellen, däfs diese . 
entweder jener folgt oder ihr vorangeht, ab y b&; fuY 
zwei Gröfsen/ gibt es also zfai Permutationsformen. 
Nimmt marfzu ihnen noch eine drittem, »o kann dies* 
in Jeder jene* beiden Formen den letzten Pia ti nach a 
und b, oder den Platz zwischen beiden, oder den Plät* 
vor beiden einnehmen. Es gibt also dreimal z^ei Per* 
mutationsformen 

abc« ack höo, bca, cab, cba. 
Kommt eine vierte Gmfc , d hinzu , $% gibt es für sie 
in jeder dieser Formen vier Plätze, die man ihr a&wei-» 
aen kann; jede jeder sechs Formen gibt also nun vier* 
alle talso 4 . 3 . n iWmütationsformeq. Da nun jede v 
dieser 2 4 Formen einer fünften GröTse e fünf verschie- 
dene Plätze, nämlich vor allen, vor der zweiten, vor' 
der dritten, vorder vierten, nach der vierten darbietet: 
so ergibt die Hinzufügung der fünften Große 5.4.3. a,i 
Permutationsformen; xmd ep erhellt leicht, dafe man 
•o fortschliefsen kann , und für n Gröfsen l . a . 3 . 4 . . . . u 

Permutationsformen finden wird. . 

'•*,,', • ■> < 

44. Lehrsatz. Ist zwar die Anzahl «der zu per- 
»uiirenden örbfsen noch immer ==n, aber sind sie 
nicht alle verschieden, sondern einige einander gleich: 
eo findet man die Anzahl der möglichen Permutations- 
formen , wenn pian das Product i . 2 . 3 . 4 . . .. n , worin . 
alle ganze Zahlen von 1 bis n als Factoren vorkommen, 
durch die Anzahl derjenigen Permutationsformen divi- 
dirt, welche die unter, sich gleichen Gröfsen erlauben 
würden 9 wenn $ie ungleich wären. / 

Beweis. 1. Wären unter den vorhin betrachteten 
Greisen dre Größen a und b gleich: so ist die Permuta- 
tjonsfopm ba nicht mehr von a b verschieden, indem 
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3 a : Erste JbÜieüvng* Dritter Abschnitt. 

, beide in a a übergegangen sind ; alscf sind nun *He satnmN 
liehen Perm utationsformen, in welch*, bloß »> t* ihre 
Plätze ver lauscht hatten , ganz gleich ^ zum Bm»fiil 
acebd und beead, sind beide acead geworden, und 
die Anzahl der Permutationsformei^ ist nur- halb so 

grofs* als vorhin .«es" ■ * ' v* Tf : .. - ■> w o i ; 2 die Anzahl 

1.2 " «' 

dei; r^rmutationan für zwei-Gröfsen anzeigt N 

Waren drei Großen gleich, a==b=c: so gäbeii 

"' die sechs aus ihnen sonst hervorgehenden Formen jetzt 

nur einet und statt das vorhin adebcf, adeebf, 

b d ?a c f , b d e c a f , cd e a b f , edebaf verschieden wa- 

rpn , gehen sie jetzt all? in a de a a f über» Dies gilt für 

alle ähnliche, und wir haben also nur - 
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1.2,3 

Perrautatjonsfornien. "Dieselben Betrachtungen zeigen, 
dafs, wenn m gleiche Grofse unter denn Gröfsen sind, 
die sämmtlichen sonst unter jenen m Gröfsen möglichen 
Permutatjonen in eine zusammen fallen,, also n Grojsep» 

Unter denen m gleiche , nzut ~ — * ■■ ' , * * ' 1Z1— Permuta* 

i, , -, . ( -* i* 2.3 * . « m 

tjoneu eTlauben r ' , ' < 

2. Gäbe es aufser jenen m gleichen Gröfsen/ Hoch. 

andre wiederum unter sich gleiche Gröfsen, so würde 

ilirentwegen die Anzahhder Permutattons formen 'aber* 

mals vermindert. Gesetzt unter den n Gröfsen komm© 

_a m Mal vor, so würden,: wenn alle (n* — m) übrige»* 

i • 2 * 3 • 4-« 5 >. n / ' 
Gröfsen ungleich sind* — * — - — l—l-.ll — ^-Perinutationen ' 

•- - i.2.3..„m 

ntöglieh seyn. Kommt alier zu gleicher Zeit die GröfselF* 

p Mal vor: so fallen deshalb wieder diejenigen Pe^mtita- 

tionen in «ine zusammen, die verschieden ge^efcen .wjf* 

ren, wenn jede dieser Gröfeen (deren Anzahl =5 p) eine 

VQn f verschiedenen Werth gehabt hätte , das heifst eine*\ 

Anzahl von 1 . 2 * 3 ... p Permuta tioiisformeu gibt jetzt 
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iiamer nnr eäec «iodge; und die Anzahl der noch 
«1s wirklich verschieden vtnrköninietidett Pertnutations- 
fopmen ist 

1 • 2" • ^ • TT • • • • • \i tt 

< 
3. Und? so läfst sicTi def Beweis fortfuhren, wenn 

noch eine" dritte Reihe gleicher Gröfsen vorhanden ist» 
Man diyidirt diso die Zahl == i . 2 . 3 . . . . n , weich« 
gelten würde, wenn alle n Gröfsen ungleich , wären» 
mit der Anzahl der Permutationsformen , welche der 
Merige der ersten unjber sich gleichen Gröfsen entspre- 
chen wurde, dann mit der Anzahl der Perrnuiations- 
fbrme», welch« der Menge der zweiten unter, sich 
gleichen N Gröfsen entspräche u v s. w. 

\ N Beispiel. Unter ia* Größen -sind 5 gleiche '~a,* 

3 andre gleiche =b, 3 wiederum gleiche* ^f>o, und dank 

v noch. die Große d: -wi« viele Permutations formen gibt es? 

c ./ x, i.a. 3* 4' ^.6- 7^8.9.10.11.12 

So Ariele kls ^,3,4,5,^,3.1,3,3 *«***, daa 

ist 120880. 

. 45. Ein vorzüglich merkwürdiger Fall ist xier, 
Wo nur zwei verschiedene , immer wiederholt gesetzte 
Größen vorkommen, wo alrfü unter' den n Gröfsen, 
na gleiche und (n-m)wiedernnx gleiche sind« Dann 
ist die Anzahl der Permutationsformen 

i#2.3.i«5 r. . .... o , 



n ** ■ " ■ 1 ii- * - ■ ■ '- -^ 



i.2.5....m. 1.2.3 ....(n: — m). ' 
Da hier der Zähler die Gröfsen 1 , 2.3....i.(n— m) 
aämmtKch als Factpren enthält, and dann noch die 
folgenden (n—m )+i } (n—- m)+a u. A w. bis m 
wo ist Jene Anzahl 1 • - 

(n^-m+i)*.(n— m+2),-4...(a-^a).(a — 0- n 

III ff l ll , .1 ■ H ' J > '■ I J Ilipl ■ ■■■■—■ I ■■■■ — 

1 .- 2 . 3 • . . . m " 

n*(n — i\,(n-^-2) ..r . . (n — (m — 1)) 

' i " « '» • r ■ " " •' ■ ' ■ " . ■ ' ■ / ' r i "' ' " 't 

1 . 2 . 3 . . * » ra ' 

C 
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.^4 . Erste JttJ*ätmf. . thUkt Jbtdodm. ' 

Hatte man dagegen die Fsctow i .i-3*,..m imZib» 
«.Irr und Nenner weggilswn, ee> wäre eben jene An* 
zahl • • 
. n.(*tt~-.ty»(n — a)..w.(m+i) 

i . a , • £•••**• In — m) 
geworden. 

• » . 4 

46*. Der entere jener Ausdrucke gibt f - wenn 

~in=a ist, , die (n— i) 1 * Trjgonalzahl; 

\ • • n - * * 

wenn m=3 ist, oder 3 gleiche upd andre (fc— 3) 
gleiche Groben vorkommen, " ' ■■■ \ " ; » die 

(n r - a) M figürirte Zahl dar drittel! Ordnung. All- 
gemeiner aber ist 

ti*C"^" O-O* — a).(n.3)..»..(n j — (ni— O) 
i # a ; 3 • 4 »,.••• m 

■ « 

die (n — (m — i)) 10 figürirte Zahl der in 1 ** Ordnung. 
• <$. 7. 8. 9.) 

47« Bemerknng. Um die verschieden« JPerara* 
tatioosformen, deren Anzahl nnn bestimmt ist« auch 
wirklich darzustellen, ist es am . bequemsten, rieh die 
einzelnen GfoTsen, als nach ihrem Wert he geordnet 
t zu denken. Am bequemsten geschieht dies, bei Zah» 
len, denen* wir, sowohl wenn jede. Ziffer einzeln be* 
trachtet wird, als auch wenn wir die Stelle, wo. si* 
sieht, berücksichtigen, einen bestimmten Wefth.bew 
legen« Wir nennen die Stelle > in welcher die 4 inj 
43a 1 steht, die höchste Stelle und sagen 43a 1 sei 
die gröfcfe Zahl, die sieb mit jenen Ziffern- schreiben 
lädt* Die sämmtlichen Versetzungen finden sich da- 
her, am leichtesten in Beziehung auf Zahlen, wenn 
man von der größten zu immer kleinern, die durch 
xu die Ziffern dargestellt werden j\ fortgebt. 
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- ' 48. Atrfg«tß.: 7AH« ZaHen wrofrtfef Ordnung W- 

angeben,; welche sich aus den Ziffern i> V> 5, "4* o* ^ 
bitten lassen. > ^ :.->.;,;.-. t . <' 

' - > Anflofcung. * 1 : Man erhör die fc&h'ste: derselbe^; 
wenn 'man die gröfste jener fünf Zahlen in die höchste 
SleUe setzt und nun* die kleinem nach der Ordnung 
ijuw Grofae folgwlläTsJt,, 543a u ttl , - ; , . ; -, t - N 

i!, ';' ; a; Man firiclet die nächst Id^üe^e Zahjy Venn 
ip djq toiedrigs^e/ Stellt* . die ' Ziffer^ Reiche der i" am 
nächsten lommt ? setzt, also v die t und a vertauscht, 
itfinlfch 5451*:; - " v / ' V <' 

3. Aher . audh , aus jeder; gegebnen Folfrtt^ zui£ 
Beispiel 3 54 l ay findet ipair die nächst niedrigere, /. 
wnn u*an die niedrigste Stelle (hier die dritte), anf- 
sucht, in welcher aus den ihr nachfolgenden :Zif- 
fefn etwas Ktelnetef kann gesetzt werden y diese Steile 
b^et^^nTan mit derjenigen Zifer, welche unter. , den , 
nachfolgenden, der ans diesem. Platze verdrängten atj? 
^äichaien köpimf, raauläfst die: ^ohern ^Stellen ( u.nj 
eyndert, ordnet aber inideji niedrigem Plätzen so; daJ 
die $röfs*rn Ziffern* voranstellen. ' *' ;, - : .- ; v? J I- 
» - 1p, der Zahl £5.414 kann nic^it die i>, wohl \afcqr 

<|ie 4'durch"eü>e'ilir folgende, kleinere ersetzt; werdet ; 
jpap behalt flteo ?, 5, in den heiden ^öclasfeen SteUleA, 
tet*t itatt der 4, die a, 4 und ordnet 4 V , 1 so, dafs 4 
voranstellt; also 3 5,2 4 i ist die wächst k^einei^e, #uf 
354i.a.fblgenae.r>itn. ^- - v ^ y *■ v5 - 

4gJBemerkung. Dfe Regeln» die stbh nach die- 
sem , einzelnen Beispiele leicht ganz allgemein überse- 
hen lassen ', können darauf zurückgeführt werden, 4*& 
man znefst 4Te zwei letzten, die drei letzten, die vier 
. JezJeQ u. ,** w. tu gehöriger Ordnung* pemmtirf* ' So 
erhält man alle Firmen 'die mit Beibehtflttmg der un- 
veränderten hochsteii mMich sind. Ist man % ntin so 
bis an die höchste gefcomnien: so, se^zt ra^ari die qächsj 
nifödrigeij? ^a v ^§, jhochjitt %Üp t^pA ;oc4n.€t • die. übrjU 
gen ao> da fr unter ihnen immer die hohem vorang^ 

C a 



•• » 
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hen, und wiederholt nach den vorigen Reg*!» die 

, BeispieL Die sämnrtlichen nach ihrer Grö&te feftard?» 

neten Zahlen, die, an t den Ziffern i^ a, ?^ ^ 5 ge- 
echtieben; werden: t ; % 



rr$43*i 

^ L645ia 

1 p54a3t 
(j54aiS 

ifS4i3a 
I l>4ia3 

fr534ai 
L554ia 

r55a4i 
L53ai4 



i 



' . 



1 



■< 



i f53i4* 



fr&a43i 

J r5a34t 
< Jj5a5t4 

f**i43 
r |U>2i34 

*f5i45a 

. 6i4a3 

r$i54a 
^ Lj5i3a4 

r&i*43 

L$*a34 



< 



f453ai 
(jtöäia 

r45a^i 

t46ai5 ! 

f45i3a 

L46ia3 

ff435ai 

L435ia 

r43a5i 
t43ai5 

f4**6e 

l43ia& 



r- 



fp4a53i. 
I4a5i5 

f4a35i 
^ t4a5iS 

T4ai53 

U"3* 



pr4i53a 
{4i5a3 

f4i35a 
L 4 »5a6 



rr55fei 
L?**ia 

tr35a4i . 
< L35ai4 

f3Si4a 4 
[.(.oMai^ 

rf345*t 
ll 



r , r 

fTa543i 
^ja64t3 

f *534i 
La55i4 

ffebrtft- 



i. 



L345i3 

4o5i 

.54a iö 

f34x5» 
l34ia5 



f 5 



1 jpr iWb 

(Ii64a3 

i634* 
53a4 

, , .5a4$ , 



•I 



j rfa45^i 
La45x3 

. fa435i 
\ (>43i5 



f3254i 

(3*5 14: 

f3a45i 
[3a4iS 

t fSa»54 



pp5i?54* 
] l5* 6 34 

j p3j45a 
<i C3i4a5 

P3i3Ö4 



i 



pfa554i 
U»3Äi4 

] fa345t 

Pa3i54 
Ia5i45 



.<!. 



fl»45a* 
fi435* 
(Jfe45aft 

fifaäfr 



l<ai534 

J pai45§ 
% (ju455 

Pai354 

4^545. 



'pt<i554a 
I <j3$aA 

J ,?>346% 
^ i.i34a$ 

fiSaS« 

ffia545 

] ( 1*554 

J fia45» 

^ t** 4 55 

pia554 
l0ja343\ 



behalten die zwei und *wei zustmmen gesbhjos* 
ienen dieselben Zehntausender, Taufender und Hundert 
ter , die sechs und sechs zusammen geschlossenen behal- 
ten einerlei. Zehntausender und Tauseoderj die vieir und 
zwanzig zusammen geschlossenen haben einerlei ZebnCau~ 
sender, und *o gehören allemal zwei als durch Eerniu~ 
tatiön der a letzten; so geboren 6 als durch Permutation 
der^3 letzten, a4 als' durch Permutation der 4 letzten, 
lao als durah PemutaUon dar $ letzten u. s, w. zu- 



l. 



*••«*. . «*•* 



4 * ' " 



*- , 



5ü. Für Jtyflftft!*« £üt eW* ,dj* Regel, nnd 
map kann am besten «ich auch hier _ eine ähnlich* 
RangqWfiimg,i wie bei den Zahlten denken. 

. Beispiel Die richtig geordneten Perniutationslormen 

* * - * 

. abcd ;. baed , • , . jeabd . v dabo - 

t xal>dc ,Y;)nk(9 . £a£b , „ daab . . 

, aebd . ; bcad. . v cbad ' " • dbao , 

"..* aedb . * beda '*' ebd* . dbee 

- a&c bdac * edab l , dcaV ' \" 

adeb / bde* , edb* deba* \ 

Oi. Öi£ Regeln §. 48. finden noch oben so 3tatt£ 
If^M anch glrfch« Onöfsen TOrkom»eii Um «am- 
lieh zu einer gegebnen Form dk- nächst tfiadrigei* ztT 
finden, sucht mai die! niedrigste Stelle auf, die au* 
dem Nachfolgenden mit etwas ; KltihtfrM tamn besetzt 
kreiden*, läfs* die höhere Stelle ungt ändert, *et«t in 
jene Stelle di^enige. der feigenden, welche der Ter»' 
d röftg t on am nächsten ist, und ordnet die übrigeö 
6ir6faeti in Sta folgende SteH&FSo, dafs diVgroiW 
t0ä wiiöstehen." v ■«■•'■ . i * ♦ *, 

Beispiel; An 54nSi4fc> schliefet licV 

54n3t424 " 

? und daran 54n3i244, 
x - - '. $4i 12443t « * .' . • - « ' .'. 

' 5iiia44i3 ■ * .' \ ■ ' : ' 
. ? .'■". 54i 12434t nu *. ^, X ' 

Auf' ähnliche Art bei Buchtt^iben , wenn wir die 
Ordnung des Alphabets als, ihr* natürliche Tolge ange- 
bend ansehen, und ' --* 

_ .. aabccddde die er#te nennen* schüeijrt 

sich an die Forin cabcdaedd/alt die nächste 

cabeddade 

fabeddaed «. s. w; ato} • -^ 

oder an cabedddcä . ". . > 

schliefci sich caoabddde 
" - eacabddett 

• ' # ^ cacabdedd , .- 

r i • *- ©aeabeddd . * 

./ - ' ' cacadbdde u.* s. \r. 



• ♦■•» 












5» ^^JtNiy.' Pmrttr;+t\ hiitt 



Vierter' Afe*<frvit£ 



• . • - #^ - 



5 s« Erklärung. Wenn mehrere Tfen eraandelf 
v erschi e d ene *Grüfc*il '+ y b, c, df-d gegeben «ad: so 
aeant nun es, sie" v *Ä zwei c^rihbinireb, wenn 
man je zwei ab, oder cd u. s. w. zusammenstellt Za 
drei corabinirt jouap sie, wepn.man drei, von ih- 
nen anshebt und zusammenstellt», vtfe acd, äde; und 
,so findet ein. Combiniren xu^yiei;, $inf,jr. .s^ w.Jkatt. 

1. 53* Max», k*wt>be* diese* Zusraftnenstelkn jtete- 
jyeder botet;, *yr*jhirajrtm GHjlsen.lbwfcrn, so daß in 
derselben Zni.ijf|!i|gnnta|ld^g keine derGröfeen mehr» 
mal* yn>tkwvm^idriyr **& *»»i* kkwm Wieder*** 
langen deraalbetf'JGa^s*:^ uqfcpvjttj«» 

Coü|bijMUioaei^flu r rfvtieii öncl* *«a, ,aab *nd ahalieh* 
vortovWnen, duften* ! Jenes* jkihm^. wir £oamJM**a~, 
tioiten t|h*n* Wie*aterhoj4ttijj^ di«*ea Cotfjbi* 
nation'en mit verstatteten Wiederholt**«» 
gen. Die Qo^i^enen , gelten aber nur typ? ala 
wirklich verschiedene Combine tioqsformen, wenn die 
darin vorkommenden Gräften nicht alle dieselben^ et- 
wa nur in veränderter 0*duiüi|j sind, wie in einer 
der andern Conabinationsformen. z. Beispiel. Die Com« 
biaatjpnsform aaabb ist vqp .aaaalb 'verschieden; aber 
aaabb ist nicht verschieden von ababa, denn sie ent« 
halten dieselben Größen* 



»»•. » 



54. Aulgabe! Es rfod n Großen gegeben« wiö 
oft lassen sie sieb zu zwei, wie oft. zu drei u. s. w. 
combioiren, wejw kerne Wiederholung derselben Grolsei 
in einer Zusammenstellung verstattet ist 

Auflösung« Dia Anzahl der Combinationen Z\x 
zwei ist s=s ■ * ■■ ■ - .«- ; die Anzahl der Combinatioaea 






. V 



Pfat dm Cömbinaiimeru ' . $9 



au drei ist .csb 1- • • , • ■ - — £• die Anzahl der 

i. . 9- J • 3 - - * ' 

Jl , ;■ . % J • - ; "-: "'"' '-' u.fn — ö-fr - aXn -3) 
Ombinatiorien 2a vier, ist sya- — -*-y 



T f T • » I • ' 

* 



Endlich wenn q irgend eine Anzahl zu verbindender 
Grofeen bedeutet , die Anzahl der aus q Größen ge« 
bildeten Combiuationen • ' ' " ' '• ^ 

n .£n — :-0 (n — a) .: '• /.(n^g — O ) 



1 « » • .%*•.♦* 



;i 



beweis, t. ^rin 'die <ä^^ 
xxh& so weiter heifsen:*o kann a mit allen (u—i') 
übrigen, so kann b nüt* allen (n '^ 1) ät}rig*u verbun- 
den werben , ttad~ 00 geben, da jede der n Gröfsen, 
(n>V~ *•) VerWiidüngea eingehen kann, n , (n — 1 ) 
Verbindungen m fe#v«fc , l, 4!**? -Ä«^ter-;" diese» *9 m «»t 
1h mit a verbunden und a mit b verbunden, und ao 
jat)e - Comhiaatidnsfor ra 1 zweimal ror ;\ da wir n u n ab 
«ad ha hiebt ais verschieden anf^heri^ indem hier vom 
Permutiren nicht die Rede ist, so 'ist- die Anna hl der 
wirklich verschiedenen Combinationsformen w 

. t » . * * . • • , ^ 

. .-. n.Cn>- 1> •*"•'• : 



q. Um dfe Verbindungen «u dreien zu erhalt«^ 
kann man jede der CQmbiriatioqen zu- zwei nehmen, 
und mit ihr mu*hr Irod ö«<* alle noch übrigen (nu-a) 

1 : Ä .. , n.(n — 1}. (n — v) 

Größen verbinden. So wurden ■ » 



a / 



Verbindungen hervorgehen; aber Unter diesen kömmt 
zun* "Beispiel ab verbünden mit c, ac verbunden mit 
b f be verbunden mit a vor, utf^l dieses dreimalige Vor* 
kommen findet bei allen Statt; also i*f 



1 < 
\ 



\ 



s fc ?* >** 



1 . a .3. 
«Im <#*ie<a Anzahl der Verbindungen m dmen. 

3* Die VarKodunge«,»! -per erhielte man, 
94n jede der Verblödungen m dm mit einer der(o- — 3) 
übrigen GröfWn zusammen nähme.. So wurdeo - 

. P-(° — »?-(« — *).{n— 3> ,.':.. 

Verbindungen entstehen: aber so wie~*bc mif~3 ▼«r- 
banden, abd mit c verbunden, aed mit b verbunden, 
bod mit a verbünde?, sapuntÜcb a}wd {eben, m kom- 
men immer vier gleiche Verbindungen vor, die jiW* 
als eine anzusehen sind, daher ist . • -, / 

i*.(n<~ i)(n — a)(a-~ 3) 

p< " > ■ i ■ ■ i i ■ ■■ i n ^ 

die Anzahl der Verbindungen 4d >ier. 






J- » 



54. Eben so 'lassen: sich die Schlüsse fortfuhr^ 
«nd die Richtigkeit, der -Hegel für Verbindungen 99 
q allgemein 



_ • ... • 

55. Der Grund, warum nach der eben gegebnen 

Anleitung jede Zusammensetzung' ans frinfen fünf Mal, 

u. s. w. vorkommt, erhellt leicht, weil nämlich die 

pächst niedrigem Zusammensetzungen denen die efste^ 

denen die zweite, denen die dritte, denen die vierte, 

denen die fünfte der Grotten fehlt, ssmmtlich eine 

gleiche Verbindung «ü fünf geben können, und so'btii 

dien übrigen. ; 



.-* 



SS. Wenn man jede der n Gtöfsen .mit 4en 

(n— 1) übrigen verbindet, ,- so erhalt man mlU V)**- 

binduogen zu zwei, zugleich in ihren pennnfjrtea For* 

MAn «ämlich ab, ba, ac, c*. Behiilt jaao alledieee 

bei, und verbindet je^a derselben mit den 

übrigen Gröfsen , so gibt jede jener Combina- 



} I 



V, 



#%n dtot Vomkmaiienm. 



4* 






tiw»n an ^wei, (n ^ !# CombmWöüien so drei, 
kommen ' im, allein o. (n^- r).(u— a) Combinatione* 
m' drei» Hier. aiöd. die Permntationen alle als beson^ 
dre formen aufgeführt. Wenn man also riech diesec 
Kegel die tan^binajionen sucht, «o mute man mit dar 
Anzahl der aPerinutatkroen jedesmal dividiren, wie e* 
**§• 54. gelehrt fet ^ ' ■-■••■■ ' 

BeiapieJ. ,DIe;^ ; CroJ5e)j > r V, c A a 1 geben, indem 
man a mit' 'atieil übrigen, verbindet, ab, ac, ad 5 indem: 
man 1) 'mit allen verbindet, ba, bc, bd-, indem man, fi 
mit allen verbindet,* ca, cb, cd-, endlich d mit allen ver- 
bunden da* dbk d<j. ia pernnititte Combinationen za 
zwei, die nun als sechs wirklich VeTschiedne anzusehen 

Jene 12 würden, indem man ab mit c und d, acmit 

|} r ujsd d und s^r ^eijte? verbindet ,* ; ^4 Gombdn;ati©nen zu 

dreigeben* W)abc? b)abd, Oacb, 3)acd, 2)jidbj .3)adte|- 

„ %) tac , a)-bad r *),bca ; 4) bbd / a) bda , 4) bdc , i ) cab, 3) cad, 

" i)cba, 4)ebd,:^cSa,'4)edb l a)däb, 3)^ac, »)dba^ ^bcJ 

3>dca , 4) dcb/ .. , . 1. .i,i'»... • p 

Diese * pcrmutirteri Combinationen geben aber uns 

*$»£ ans verschiedenen. Elementen bestehende, indem 

die mit i bezeichneten, 'die jntt a. beieichneteii. 4ie mit 

3 bezeichneten«, die~npi£ 4 bezeichneten, nichts als Per- 

mutatiönen derselben Größten sind. ^ - 

57. Lehrsatz. Ttfan fi^dgt . die/ A*i*alil der\aü* 
n Qrö6en'"ohne Wiederholung möglichen Combinatio- 
nen sci.qi wenn jnaa zu- der ^Auzabt^er aus (o^-j) 
Größen möglichen Verbind üngeq fcü'(q-f— 1), die^Anr 
sahl der aus (h* — 1) Grofsen möglichen «Verbindan« 
gen fro q addirt. , . » . <. 

Beweis*. • Wir wollen uns unter den n Cfro&cn 
die erste a ausgesondert denken, und die' Cotnbinatiö^ 
tieft jede aus q Grofsen zu Stande gebracht denken, 
jaetcfie kein a enthalten ; so ist dies ja .die Anzahl 
der an* («7-^ O Gröfsen möglichen Verbindungen; zu^ 
q. ; Urij nw e,ber.aach die Verbindungen, jede vi» 
q t^röfisen za bekommen, welche enthalten, verBim* 
det man, von den (n«r- 1) übrigen Grofsen jedes Mal 



V 



/i 



t 



y 



Erste Jttth cilwfjg . Vimimr^^mchniit. 

(q -*- *> Gipfsei* r mti «Art "fafcr -'tflÖäc itftarbi ndtiaMh 
•» Jiitizia. .'.; Die erat* Aräahl enthalt all«i>u«q Gräften 
h&frhvnd* V eubuiduhgen^ ' denen * * fühlt-; >ifie lebte : alle 
m dermi . a wrhairieti jaft* ^ .*.. 7 *.V«j • - 

'< " ! 'i B^p^et Ühr älk' ißWbiHÄtionW^ti "vier" aus den 
«erilfl TÖijöfseii .a«, b.,- ö, d',: e», tf zu erbait&i, Suche ick 
aus, den fünf letzten die Combin*4^ep ^ vier v nim-i 
lieh: J>cde,ybcdf, beef* bief,,icdeft danii^atiex VallclCom- 
Knationeh zu «frei au* j^rren 1$ ökft^^Vd; bee, bcf t - 
tde,; bdT, bef, ede; ^f v/öef , def^ welA^f man a fleit 
fügen mxitt) um alle; rö'Cöntbihationen . . \ r i ' ".' " 



• t 



' * -=. .v, r^» 






äu vier, zu erhalten. 

; -;5tt Di«*e Itaracjrtöäfc ■leHpr^leiQhfefh zuefeem 
SeweTse: % die, «egW^Mn $. i"&i. : ^^t ^nämluh ^19 
dortige iRegd für <n-^ QirorWn^u^ ^Gi^.' O^fei* 
q cotnbuiirt: so ist die Anzahl der CcHfabui^tiotoea 

una s ' * j" ' • ■ * n 1 ' ■ ■! ■ ■ ■ w ■■■ 1 1 t r ■■» 

• ••* . •'■■ a • •- < ; • q • .,.„•;. 

OfleriSngfPC ■ i n m ■! - M i. ■ An i lin i n > m wii , t ' y i i > ■■■ ! ' ) '•- 

/ ;• .", . ''V 1 --- ^ .-;3'. -...< •. : 0i.— 0; : . .- ; ^ 
und diese sses "■ ■■ « w .... ■■ ■ . — 7- ^ - 

'dörea Stimme =c--* ■ ■ v ■ ' ■ , v v % t + ■ ■ » S 

* * '»■' » 4aef 'ah *h 1 < mmi i , um ^ » f ■ y » » » 1 , , j— # 

tat» tri* dort, als ^ AlU»W dar Coqabin^^onen <tu q^ 
-aus n jGröf^n. « Da npn dia . Regvl , fu*; die Äu^abl 
dbr Combiiw^ioaeii aus zwei Groftt;n, , wwii man. ai^e 



\ 



I • 



»• » 



itty^im u»di eiu nioünt» uad wenn matt aie tag swe? 
nimmt r gilt; a^ gilt sie für alle folgende. '. ' ^ 



• t 



'" , ^9- Aufgabt -]Er aind nur Zwei von einander 
^rifchiedfeh^Grofaeh gegeben , wie oft lassen sich di$se x 
tffei vfcritättetet' Wiederholung, zu zwei« zu dm, zu 
q combmireu r 

Auflösung. , Die Anaabi der Combirt tionen «atf 

« . * / • 4. r. * .1. . f ' • /*• ■• **...?.. »• .. .'•».:» 

Stf^ ijft Ä=5 -—- ^5=5 3* ,. ■• ;'„ k , •; . 1.: ;. 

1*2 

dte AtoiaM ,J de* Ctoxhbiriatibnen zu • * 



• • *»• 



• V 



1' + B-t»\<3. 



die Anzahl cWr «Tontbiäatiodert zil q ifct 

a <,; 3 j. 4 . . . . (a+q — *> > 



> « 1 • ,1 ♦ : . ■ » »J 



r* - - » » .1, tmmk 



••«'•» • ■ >-i', tt'U 3 : r. . • ■ q 

L. ' Beweis. 1/ C.ojubinationen zu zwei kann es [hier 
i^aa: folgende drei göteo; ea > ab,, bb. ;. 



• ( r 



^*: 'i • •• . « » 



3. Combinatioaen zu drei iann t$ geben ;. ein£, 
wojria a dreimal ,, eii^, worin ä -zweimal r eine ^ worin 
a einmal,. £ine, worin a, gar nicht yorkömmt : 4«a, 
aao, abb, bbh. 



> v !, < >' •• ' »-.... , ".,' i ' / » 



3. In den aunr a i b gebildeten Comhmatiooen zu 

q, kann a eratltch q Mal| «weilena. (q-r^^) Mal, drit* 

, lew .C^'^-s;») Jtfai /^ ^ iir M : eödljch a.einj»a^a gar 

»Xclüt vorkomme«.. Es gibt aUo ^ vi 

,.*■.*" * ■ ♦ ■* 

aolche Com^inationenr ■ , t 

€0« iiebraatz. Man findet die Anzahl der aua 
n Grofsen mit erlaubter Wiederholung möglichen Com* 
binatiohen zu q, wenn mau die Anzahl der äwi(pr— ^i) 
Grofsen möglichen Combinalionea zu q zu der An« 
zahl der aus n Grofsen möglichen Cotnbijaationen zu 



-'i 



- H / Erst* 4*h«Ü*nf» ftVptr Jkctirtitl. 

V , V 

4? .t li» feiles* «it y^nliiUing d»r Wi«dferfaoIioirgra) 
eddirt; > »■../.,.). Wt . *- " ♦'• '; : . ' •:" .*" ' 

; £. , Beweis. »Wir wollen ups unter «dea n Giröfeen 
die erste ^a ausgesondert denken ^ so „gibt eaersthcji so, 
^el.Üo^Bioatioiieji zu q, ohne Beitritt der a r als sich 
« top' (n— 1) Öröfaen hi\d*m lasMto Zweitens abeiy 
v wefcn< man. all« Verbkid.ung.ea zu. (q-*- iöcht , dife 
tu? #«mmtifefcm >i Gröftfen. (ft nicht ausgeschlossen), 
möglich sind, und jeder von ihnlb noch * beifügt, ao 
bat man'alle diejenigen T worin a einmal und mehiv 
jpai Torkomomt " Die Summe beider Mengen ist also, 
die Artzahl aller ans. p Größen m bildenden Verbind 
düngten zu q. . / 

Beispiel. Drei, Größen A v b:,c. au ssrqi; combinirt 
geben die v Formen aa, ab, ac, bb, be,, cc; und zwei 
Größten bc zu drei . combinirt, geben die Torinen bbb, 
bbc , bfcc , ,ccc. Setzt man den ^ersterji jiöph; a hinzu ,' so 
bat man aüeCdmbinaitiohen zu drei,' in deiien ü vorkömmtj 
nämlich aaa, aab/aac, abb, abc, acct,*tmd indem man 
dfe letzten, die kein a enthalten',. bei|ugt f bbf>, bfr°> bec f 
ceo^ erhalt man alle Combinationen ^u drei , die aoa a, 
b, e möglich siiid. ' '; 

6 1. Lehrsatz. Wenn die Wiederholung .der. zu 

.. . . * • -• .• i > .. . . **' . 

öontninitenden Grolsen erlaubt jat, so findet man fiir 

- '" * * •«•--"*.•■ 

n Gröfsen die Anzahl der Cotnbinaliorieu zii q t .* 



- v 



•• i 



.. i 



Beweis, i ; W*n* diese Regel gilt ftr (n — i ) 
Groften zu q combinirt, und für n Gröfsen zu (q— i) 
combinirt, so gijt sie auch für o, Gröfsen 4u q com« 
binirt. Nach der Regel nämlich, gäbe es f rir (ri — i) 
Größen 

j(n,— i}.nCri4i)~..Gi~i+C<l 



«M» 



* 



WotMMMMMl 



k • # '• O •'•«•'«• 



««• 



■*»•■»• 



— Copth. zu q, 



undtefür n Gröfsen 

> ■ > - , ^ ■ ■ — ; VH ; ■ fi Comb- zu (q— j); 



i / 






die Summen ^beider 

i . 2 ~ '. 3</..T. (qy-^i) ( SL * 

oder T"* ' ' " ! ■ i > « ■ ■ r ■ ^ 

l -ü ". .. 3.- .;r- >(q — " . q - 
ist die Anzahl 4er CgöibiimiicHj^ä y *u jj für A Gtöfceu 

,«* Die Regel gilt aber für .die au* zwei Gröfsea 

Iftögltcheu Corobinationra zu q;; sie gilt auch wenn 

3 Groben «inzeln genommen weisen, (indem «ie für 

>*t*£5 und qÄ i gibt mm 3) folglich g3t< eW *% drei 

Gröfsen zu Wer, zu drei, Zto q conibitiirt. * 

3v Gilt sie also 4Sr- alle Combinationen aus drei 
Gröfsen , so wird sie aueh för tolle Combinationen au* 
yier Gräften gelten, da sie für n£=4 ynd q^i richi 
%\g A als die Anzahl der Formen r wo eme d^r riet 
Gröfsen* «Hein vorkommt, gibt. TJöd «o tatet «ich 

fortsfcBfieCsenr .*".*,' % * 

N ' $3. Bemerkung. N TJm die sammtlicben Verbirg 
düngen in regelmäfsiger Ordnung aufzustellen, wür- 
den ähnliche Regeln, wie bek den Perrmitalionen auf* 
zustellen seyh; da wir aber davon hier keinen GeJ» 
brauch machen, so -setze ich nur einige Bespiele her. 
Beispiele, i. Die Combinationen zu fibjf ohne Wie«« 
dertolung aus de^ sieben Größen a, b, c, r äf,.e, f, j 
darzustellen. Ihre AnzaM ist ($.54.) w ,. 

r- — ' i j.i i ■■ ■ ■■» 5Ä «iv* Sie amd folgende: 

äbcdej ' abedf, . abedg, /abeef, 

abeeg, * abcig, abdef, abdeg, 

^abdfg, abefg, aedef, aedeg,; ♦ . 

i •. aedfg, ^acefg,* \ j.ade% bcde£ .*.*, 

-b^dejfc j hed^ beefjg, bdtfft - 

edeft. - . • , 

>. Die Combinationen zu vier mtf Wiederholung' ana 
Aen vier Gröfsen a, b$ c, jd darzustellen. Ihre Anzahl 

Wtf.6i,V a' j 4 " *' :« f ■ " J ; . = fg., nämUch: 
x * / x % a . 3 ^ 4* 



i. • *» 



i i 



s 



- V 



- I 



X 



,4j6 Erste '4fih*itiM£, 'tfUrtftor Abschnitt. 

• > , ■ 

a?ac, aaad, aabb* ; ... ^ 

( aac<^ ' feacd, aadd, N v 

abbd, - abcq,. , abcd, 

accd. . acdd, addd, 

bbbd y . bbcc* , bfc<& 3 :v 

bccd, bcdd, fa&d, x 

ccdd, cddd, dddd. • 

:• % ' S/Bie Coiqfoifcatiefien zu vier aü* den Großen a, b 
sind aaaa, aaab, aabb, abl?b, bbbb.' v .: .^: - 

. ¥ u n f t e r A b s cli n V% t. - "J 

i&^änxe Zählen aus ganzen Zahlen, %u$amwenge- 

aete* werden. L \ 



,****, 


aaab, 


aftbc, 


aabd, 


' , r ^bt)lj,. 


1 abfcc. 


•'' abdd, 


accc, 


, *#bb, 


bbbc, 


:■:;*": wida," 


*b$CC, 


ccpc, 


cdcd, 



I > 



63. Bemerkung. Jede gahaeZabl kann als Sannpe 
.vori zwei oder mehreren ganzen Zahlen angesehen' 
werderi v *ind es ist unsre Absicht, die samuit liehen 
^Verbmdfcngen, durch welch* eine bestimmte Zahl 
entstehen Jcann , darzustellen und ihre Anzahl anfttft» 
ftbta. , ' • •>" <"' 

64. Aufgabe* Auf wie vielfache Weise kann 
dfei ganze Zahl n ab Summ« zweier ganze« Zahlen 
gebildet werden? ; - •■• :* 

-:• Auflösung. Wenn ö eine gerade Zahl ist, so 

_ V * 

%• l . «* •: •* . I . ' . . * > 

gibt e$ ^ — n verschiedene Sumtaen ; . wenn ( u nnge- 
* V • > * r - V 

■ - 

rede iÄ f eo gtlit ffe *-*■• (u — i) verschiedene Summen 

«os zwei Zahlen , welche zusammen n gaben. 

Beweis. \Yenn n jaus zwei ganzen Zahlen zusam- 
mengesetzt wird, so ist ^entweder eine gröber als die' 
Hälfte, die andre kleiner als die) Hälfte^ öder beide 
sind der Hälfte gleich: Ist also n eine gerade Zahl, 
so kann tfer kleinere Theil «ts= i ■ ' =51 u.;s. w. bia 

1 * - , 

■ — n seyuy . Ist dagegen it~ein* ungerade Za^l r so 






•* V 



Ganze 2&hktotä *4f 



' \ 



ist *V Hälfte lerne 1 (pWZafil, üri* fol^feb Endigt 
Keihe tfeir kleiiimr Theile schoU mit .der nächst 



»/ • . 



niedrigem ganzen Zahl* das ist »it— > (r\ — 1), und 

■«• m •■ .; -i •• » . - * ' ;• 

•^ . ^ • ' .- N i : . ' ' " ' 

da i t ij'$ u. au. w. bis — (o — rJOdie kkinsteiiTheile 

' - V ' .. : r - \ . . ' * • ■' - • '". • .\V 

seyn kSmmn^ denen (n— i) (u— a), (n-^3) u. iw. bi$ 
— r Ä"^i— ^ •!• «öfaeste^Tbeile entsprechet», so er* 
hellt die Richtigkeit der Regel " '• . : •» J 



/ > 



6 ist =i + 5 = a,+ 4==:5+3v 



' ■ • ► . : ; ' : • ' ♦ ■% 



6 5 ,Bemerkun,r. 0h K leich>icK die 'Z^ttp* 
eitler ganzen Zahl in zwei ganze Ieteht "auffinden lafe* 
senyso ist es doch sc+ion hier, gut, die Anordnung 
bei der Aufzahlung aHer Zu befolgen,, die uns nach» 
ber^ um .keine zu übergebe») nöthig wird. . J M»a 
fangt daher damit an , die . 1 als die eine der beideti 
Zahlen-, und folglich. !(u — i) als die zugehörige, anzu- 
sehen, man setzt nun nach und nach die um «ins 
gröfseren Zahlen in die erste Stelle, die um eins klei*. 
neren in die zweite Stelle,, bis« man in der Stelle des 
kleinem Ttieils keine neue mehr setzen kann, ohne 
die Hälfte Ten ii zu übertreffen. , \. " . 



» "r 



. BeidpieL Für 17 ist $*+ 9* die letzte Stumme, ,w;eil 
die kleinere Zahl mäht über 8 hinausgehen kaxio> Die 
iusamnjetiset^ungea der »7 s^iiidu«f 1 ^, 2 + i6 iL s. yf{ 

-66. Aufgabe. Die aämmllicheti Zerfäflungtri dei? 
2ahl n in drei ganze Zahlen darzustellen. .< '. ,, ' , 

* x Auflösung. 1. Man setzt die Zahl 1 al's ersten 
Tbeil, und fügt ihr nach ;nnd nach alle Zerlegungen 
«ler Zahl (n— 1) Ui Swei Theile hei : so hat inan 
alfe diejenigen Zerfallungen der Zahl n in drei ganze' 
Zahlen, in welche 1 als Theä vorkommt. N 






»V 



48 Er Sit Abiheihmg. Wünfla* ^Aktfotitt.. vT"! 

*a. Ma?v setzt a als' ersten Tbett utjd lugt .all* 
Zer&llungeu der Zahl (o— a) in zwei T heile, jedoch 
mit Äusschlufs dessen, der, die, i enthielte, bei: so 
liat man alfe Zerföüungen , In denen die a vorkömmt 
und die 1 nicht vorkömmt 

3. Man setzt 3 als ersten TWilpuirid fugt ihr 
- nach und nach alle Zerlegungen der (n— -3) itt awei 
^^Thäile^ jedoch mit Äusschlufs derer ,, die i ' und a 

^enthalten , bei:, se bat map alle ZerfäUungen der 
Zahl n in drei Stücke der Art, data 3, nicht aber i 
tmd-o, darin vorkömmt« ' -' - * '_•■•> 

4. So fahrt man für 4« 5 u. W* w* fort, bis die 
erste Stelle mit einer so hohen Zahl besetzt ist, data 
^nan nicht weiter fortgehen kenn, ohne in dfe folgen- 

. den kleinere als in die erste icu setzen, das ist bis da- 

hin, wo tiie erstö Stelle) mit ~r n oder wenn *— » 



ein Bruch wäre, mit der tauchst kleinem ganzen 2 
besetzt ist. 

Beispiel. Alle Zerfiilltingen der 1 6 in drei Heile: 



h .'»'» 


14» 


1 

• 
1 - 


• 




- 


i 




, 


> 


h a> 


i3, 


a, », 


»2, 




♦ " 


' 




1 




l, 3, 


ia, 


s ?> 2, 


»V 


5, 


'S, 


io, 


* 


t 

r 


r 


v * 


**? 


. ***>; 


%o f • 


3, 


V 


9, 


«» 


4, 


% 


i, 5, 


io, 


2, 5; 


9» 


3, 


5, 


8, 


A 


5, 


7* 


i, 6, 


9> 


2,^6, 


A . 


3, 


6, 


' 7, »' 


A 


6, 


6. 


h 7> 
16 


8, 


a, 7> 

1 


7> 


i 


- 




5, 


5," 


ß. 



D A .^L.^:5^.^y S 5 taBn die erste Steife höchsten» 

gift $ ; besetzt /werden.' \ 

67. xAufgabe. Anzugeben, auf wie mancherlei 
Weise die Zahl n sich aus duei ganzen -Zahlen £u- 
sajnmensetzen lafst 

Auflösung. Erster Fall Wenn n eine gerade 
Zahl ist In diesen; Falle bilde man zwei gewöhnliche 
abnehmende arhbmet/ipjbe Progressionen,, in welche die 



/ 



\r 



Differenz sc £ irt> nna deteii eine —.(n~a), die 



i — ; . • . . ». .»— ** i 



andern <— (t*-— p) : — ?i mm ersten Gllede Jmt». und 

sorafnire alle ihrö positiv ausfallenden Glieder. Diese 
'fiumtu^ wl die Anzahl« der möglichen Zerlegungen in 1 * 
^r«i *Fbeile. : Iwi ; *. ' * ■'* 

Zweiter F*ü. Wentt; n tfcigerad* ist; Dana bü« A 

det man eben solche Tallende Progressionen, deren Dif- 

ferenz s=5 3"Jii y ' d&e aber nun* mit den Gliedern 

i • i - 

- ~-<n-?~ ^ on^lnr (& -T-. J) — « «trfangea. . Die Summe 

ihrer positiven Glieder gibt die verlangte Anzahl. / 

«* Beispiel. Fw n==:i6 hätte man die 8iimine det 
' beiden Reihen 7 +4+» - \ 

i ^ - • TinS 6+3,' also at al*&e AnrtU der mögliV, 

cheir Zerfallungen der 16 in drei Theile. > 

Kr hä lY hatte Jman dagegeü die beiden Reihen 

8 + S + * ^ ;> 

6 + 5 zu sununiren, also a5 Zerfalfanfen* 

» ■, . ■»'. • ) * * » 

,. .Beweis. Erster Fall.. Wenn n gerade ist ; WJ1| > 
i. Dann ist also (n— l) ungerade, urid die An- 
zahfr der Zerßllungea, in welchen x vorkömmt, ist' 

ebenso groü *as — (n— 2) als die Anzahl der Zei% 

fSülubgen in zwei Theile für die 2ehl (d— a) ist. 

a. Cm diejenigen Zerlallungexi der n in drei . 
Theile za finden, in welchen a im ersten Platze, also, 
keine 1 vorkömmt, müssen wir die Anzahl der Zer* 
' lsgoagen für die gerade Zahl (n — a) in awei Theile, 

e 1 # * 

suchen: diese Anzahl ist — (n— a)« aber die erat* 

. ; a < . • ' 

t 

-Zerlegung der (n~a), worin 1 vorkömmt, ist fth? - 
' mas picht h^hr >ranphb^r. . Die Anzahl der ZörfaU 



t-i 



1 » 



* 



54 Ehrt* JMheilung. Fünfter Jhchnitt. 

laugen tob n m drei Thefle, in denfeg. a. und nicht jl 

- * .' ' | ■' V / 

Torkömmt, igt also « r- - (n^- a)—~i, ' 

'«';*.*• ...... 

3. Die Zerfallungen, wo drei als kleinster Theil 

4bn trsteg? Platz einnimmt, «findet maty t wenn min 

$e ungerade Zahl (n — 3) in zwei \Tbeile, seflegV 

*ber die beiden ersten, worin i und a vpfkqtqnta), 

Wfteta&& Ihj»: 4o«fthl. jat: id»-^ (n^— 4>— a» 

... "T a • * 



1 

i» « 



s a _ . . ' 

k " 4. Ebenso die RrfaUanfceri in drti Tfaeile, un- 
ter denen 4 der kleinste ist. erhält man durch dio 
Zerfattung der geraden Zahl (n— *4) in zwei Theile f 
unter denen die dr$i ersten hier nicht berücksichtigt 
werden 9 weil sie. I f a, 3 enthalten. :Al«9 iat '. 

• ' ' ■* " . . . ■ " 4 



(a— ♦)— 3 « ~(n— 9)— 4 

ji * v.» v - • • a * ■ ■ ■■ 



> < _». 



diese Anzahl » 

5. Dieselbe Betrachtung zeigt, fleS» die Anzahl 

der Zerndlangön, : welche 5, welche 7, welche h -aU 

* > > ' * • * 

kWtBt« Zahlen «olhftlten: (n-a,>-6; -^.(n-a)-^ 

....,.,... a, a 

• — Cn«r-a)— ja werde} und dagegen die Ansaht 

a \ \* i ' ;> 

derer, in welchen <7> 8, 10 als kleinste Zahlen vor« 

Aminen durch -^ (n — a}~~7 J- 1 — (a - a - a) — : IOJ 

i» • .. a a . . »* 






^ 



^r(n-ra) — , i3, ausgedrückt wefde. 

Zweiter Fall. Wenn n eine ungrade Zahl Ist 

v 1 

Dannläfst (n — i) als gerade Zahl *— -.(u— i) - 

•^ x r • w ' ( a ' v 

Kerfallanyen in zVei Theile zu, und so oft kommt i ' 



\ 



» » 

Ganze Zahlen <tus ganzen 2tätm tusamrhentusetzen. Si 

im Platze des Kleinsten Theileaivor; zur a im Platze 
des kleinsten Thefles fiatvman — r Bn— 3)--r*t pd^r 



»*» «»-• . « . 1 «f.*"' « » , k 



- — (n — i)~*2 Zerle^ufcgeri; 4Bt 3 im Matze 'd*s 

• ä . . , * • * • • ** /*• • ' * ■ - *• 

: » . » 

i ' • ' • • •* * ' - I ' • ' 

kleinsten Theil* fiat mau — ^(ii-r3^na« — <«rri)^ 
vu s. w. als Anzahl der Zerfallungen. 



' . . <sr. 



68. Aufgäbe« Die »ai»mtlich^Ti Zicrfälluugen cfe^ 
Zahl n in Tier Tb*il% geordnet^ «darzustellen, , '., . ; 

Auflösung, i. Man eetze die 1 im ersten Platz* 
und fuge ihr nach und noch' die Zerfallartgen der 
Zahl (n— l) iir drei Theile bei, 1 und diese so'geerd- fc 
net,' daß alkmal der kleinste Theil voranstehe?, und , - 
sie so wie es £. 66. angibt, geordnet einander folgen. 

1 i < • 

9. Die 2 nehme den ersten Platz ein und man 
lasse, die Zerfallungen der (n— a) in drei Theile, 
jedoch mit Weglassung aller die l enthalten, nach 
eben dem Gesetze geordnet, ihr folgen. /i 

3. Ebepso lasse man die 3 so oft den, ersten 
Platz ' einnehmen ah es Zerfallungen der Zahl (n — 3) 
in 3 Theile , unter denen jedoch diV wegbleiben, 
welche l und % enthalten , gibt. 

* **■ • 

"4. So fahrt man mit 4, 5 u. s. \r. im ersten 

Platz« Fort, und hört erst da auf f wo eine weitere V 

Fortsetzung eine größere Zahl in dep^eraten Platz, 

als in einen der feigenden Plätze bringen würde. Da* 

helfet , in der/ ersten Stelle kann nie eine Zähl ste* 

. ..»,.«■ 

i t 

heil, die ^gf öfter als —- n ist, und wenn *THn keine 

• 4 4 * 

ganze Zahl ist, so endigt man toit der nächst niedre 
gern ganzen Zahl- 

. - '" Dz 



',■ 



■/ ' . • ... 

Jbtfaäung* fthfUr AUcfotia. 



Beispiel. ' 16 aftf alle mögliche Webe «m vier. gtn* 
MH Zahlen ttuammeif gesetzt. 
/ 1,1,1,18* i,a,a/ii. i,S,3,Q- a* 2 * 3 »* 

1,3,4,8. a,a,3, 



1,1,3,13. 
», x;3, 11. 

*,i,5, 9. 
1,1,6, 8. 



i, 3, 3, 10. 

*»»>*> 9. 
1,3,$; .8. 

1,3,6, 7. 



, 9- 
1,3,5,7. f *>*>*** *•' 
.1,3,6,6. .• 3*3,5, 7 
1,4,4,7. 
1,4,5,6.. 
1,5*5,6. 



3, 3^3. 7* 
3, 3,4, 6. 
3/3, 5, 5. 
3,4,4,5. 

M/M- 



3,2,6, 6. 

a, 3, 3, 8. 

3, £,4, 7... 

3,5, 5, 6. 

... : '- . *l4,4i 6, ... 

. ,- ~ 3, 4, 5, 5» . 

69. Die Regeln für die übrigen Zerlegungen lasten 

•ich' hieraus ohne Schwierigkeit herleiten, worin man 

immer die kleinstem Theile voranaW2t, lind die gro&ern 

nach und nach folgen läfkt. Ich setfce daher nur noch 

cfc «ämmtUcheh Zerlegungen der 2ahl 16 al* Beiapiel her* 

16 ajia fi|nf. Theilea rwammengeseUt '. - 
1, 1, 1, 1, 19 i 9 ,1, 3/3, 8. j, 3, 3, 3, 7. 3,2, 3, 3, 8; 



1,1,1,3,11 ifi,3,4,7- 

i;i,i,3,io 1,1; 3, 5, 6. 

***,*,*,9 *ijiV*»V& 

1,1,1,?, 8 i,i,4,5,5. 



*,i,i,S, 7 
1,1,2,3,10 

*ji>3>3, 9 

i,i,3,4, 8 

1,-1, 3*9, 7 



i>3,*,5>6. 



1,3, $, 4, Ct. 3,3,3,3i7.r 

1 . 3. 3. 5. 5. 3, 3, 3, 4, 6. \ 
i,a, 4, 4, 5. 3^,3,5,5. , 

1.3.3.3.6. 3,3,3,3,«.* 

i,a,3,4,*. 

3,3,4,4,4* . 

3,3^3,3,4. 
3,3,3,4,4.. 

9, w, V, d, 4a 



j, 5, 3,4, 5. 
1,3,4,4,4. 



\ •> 



* » 



,1,1,2,6, 6 

• * ■ 

. 16 ans tfcchs 'Heilen «lÄamniengeeeUt 
X l, i, \ } 1, 11. 1, 1, 3, 2, 3, 8. 1, a, 3, a, *, 7. 

1,1,3,2,3,7.; 1,3,2,3,3,6. 
i, 1,3,3,4,6. 1,3,3,2,4.5. 

.1, l> 2 , a, *# 5* 
1, 1,3,3^3,6. 
1, **, 3, 3, 4, 5. 
1, i, 3) 4, 4„4. 
1, 1, 3, 5, 3, 5. 
1,1,3,3,4,4. 



l, 1, 1, i, 3, 10. 
1,1,1,1,3, 9. 

*, i,*,*> 5 > 7- 
1,1,1,1,6, 6. 

M> h*,?> 9- 
1,^,1,3,3, 8. 

1,1/1^,4/7. 

1,1,1,3,5, 6. 

*,i**,3,3, 7. 

i,i,i,3,4, 6. 

1,1,1,3,5, 5. 

i,i,i,4>4, 5. 



1,3,3,5,3.5. 
1,3,3,3,4,4. 
1, 3, 5, 3, 3, 4^ 
1, 3, 3, 3, 3, 5. 

3,3,3,3,3,6. 

a,a,a,3,3,& 

3,3,3,3,4,4* 
3,3,3,3,3,4. 

My 3, 3^5, ,8, 3. 



» > 



I 



Ganze 21ahlen aü*fartten TBtMm meammenauMsmu 

- : 16 au§ sieben Theüen sosammcngesetzt : 

' '^i, ij 1, 1,' i* 1, *o. 1,1,1,3,2,4,7/ 1, 3, 3, ♦>, 3, 3, 5. 

i> >i : '«i ii.3i a» 9- i> 1,1, 3,2,3,6. 1,2,3,2,3,3,4. 

.** 1,1,1,1, 5; $.. i,f,i,a,a,4,5. i,a,a,2,3,3,3. 

*j *t h i» *,, ^ *7- «> *> Jff a, 3, 3, 5. a, a, 3, 2, a, a, 4. 

1,1/1,1,4,5, *. 4,1,1,3,3,4,4* 3,3,3,3,2,3,3. 

•V*J*> h *>* 8. , i, Xjf 1; 3, 3, 3, 4* 

*»*»i,i'>3i3, 7* 1*1» 3,3,3,3, 6. 

" 1,1,1,1,3,4, 6. 1, 1,3,3,-2,3,5. 

h *>*>*> *, 5, 5* i,4, a, 3, Ja, 4, 4. 

*i *> *i J>3,3, 6. i,i,2,3,3,3,4- 

1, 1, 1, 1, 3, 4i 5. 1, i, a, 3, 3, & 3. 

>? r i*i,i,4,4, 4. 

j6 aas acht Theittn zusammengesetzt^ . 
/ ; 1*1,1,1,1,1,1,9, 1,1,1,1,2,^3,6. 

1,1,1,1,1,1,2,8. 1,1,1,1,3,2,3,5. 

1,1,1,1,1,1,3,7. i,i,i,i,a,a,4,4, 

. / 1,1,1,1,1,^4,6. 1,1, 1/1/3,3,3,4. 

' >. 1, 1, 1, 1, i, 1, 5, 5. 1, 1, 1, 1, 3, 3,3, 3. 

**M *, *t *> % 2,7- h h h *>% *> *> *« 
1, 1, i, 1,4, 3, 3, 6. 1, 1, i, 0, a, 3, 3,4. 

1, v»! h h a > ** 5- ** *i l > a ^f 3 > 3 > *• 

J, !)*,!, 1,3, 3, 5. 1,1,3,3,3,3,3,4. - 

1,1,1,1,1,5,4,4; 1,1,3,3,3,3,3,5. 

. . ; . 1,3,2,2,2,3,3,3. 

3,3,3,3,3,2,2,3, 

- 

- 16 aus nran Thfcüen «usammengesetrt 1 
. ^r,i;i; i,i,i,i,j,8. i,i,i,i,i,3>2,3,5, 

^1,1,1,1,1,1,1,3,7. 1,1,1,1, 1,2, 2,3, £. 

• <i,i, 1, i,i,i,i,-3,6. i, 1,1, 1^4,2, 3, 3, 3' 

c - i\ 1, 1, 1, 1, 1, i,4, 5. iyh.h h*i?f a, a, 4. 

x, 4, 1, 1, i, 1, aj a, 6. 1, 1, i, j, 2, a, a, 3, 3, 

1, 1, f, 1, is 1, 3, 3, 5. i, 1, i, 2, s, 2,2, 3, 3. 

4, 1, 1, 1, i, i\ 2, 4, N 4. i, i, a, a, 3, 3, a, a, jbu 
1,1,1,1,1,1,3,5,4* 

16 au« sehn Thrilen susjunmtiogesftst: 

Jil,!,!,!,*,!,!,^,?.. r ; . 

4, l,l,l,4,r,l|l,ä,$. > 1,1, !,*,!, 1,3,3,3,4. 

i,i>i,i,i, 1,^1,3, & 1,1,1,1,1,1,2,3,3,3. 
1,1,1,1,1,1,1,1,4,4. 1,1,^4,^3,3,3,3,3. 
i, 1,1, i; 1,1, 1,3,2,5. »,l,l,*,?,3,a,a,2,3. 

. , • .1 » 
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5* Erste &tlie#un$. Spater ^chnitt. 

i,i,i,i,i,i,i,j,i ; i,6; 1,1,1,1,1,1,1,1,9,^4. 

r, i,i, 1,1, j,i,i,i,2,5. 1,1,1,1,1,1,1,1^,5,3. 

hhiyhhitXthi/Spb' • Vi,i,i,i;i|i, »,»,2,3: 

.. *, ■ 1,1,1,1,1,1,2,3,2,2,2. 

t6 aas zwölf Th^ilent . .'• < 
i,i,i, 1,1, i, i,i^ 1,1,1,5. ' ,< 

1, 1, 1)1,1,1,1,1, 1,1*2,4. ' 

i,i ? i^i,i,i,i,i,i,i,3,3. 

1,1,1, l,i, 1,1, Vi>a,*>3« <: 

1,1,1,1,1,1,1,1,2,^,2,2« »v. ./ 

"*'■ * ' «*6 au» dreizehn Theüen : ' 
1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,4. 

/ 1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,2,3. 

i, ii i, i, i # i, i, i, i, », 3, 2, a* t .. , .. . 
16 auf vierzehn "Tbeilerf; 

*t }, l> h ** h ** *> l> h h l* *> 3 - 
1, l, i; 1,1, i, x, i, i, i, i, l,a,Ü. 

i€ «m fünfzehn Theüen: " . 

1,1,^1,1,1^1,1,1,1,1,1,1,1,2- 

.. .. 16, w sechszehh Theüejx: 

, l,Ui> !,Ul«ljl, 1,1,1,1,1, 1,1,1. 

jö.' Antnerkqng. Die Bestimmung, wie viele 
solche Zfrfajlang^n in 4, m 5 und mehr Tfieil« 
möglich sind, lapse fcb )iier weg, thefla ''weil, wir in 
der Folge, mehr die itapteÜgag a$er einzelnen Zer* 
fallungen als die Uefcerweht ihrer Anzahl gebrauchen, 
theils wteit ^ich ' nachher eiue leichtere Regel zu Be« 

»limmuqg cfieser Atoahl darbietett ' 






Sechster Abschnitt« 

' 71. EriKrtMlg,' W*n* mW pofr . willkürlich« 
Grüften in meht ere "Reihen xusemhien geordnet denkt, 
und nun fordert«' daß bei den aSs diesen Gtofsen 2a 

bildenden Verbindungen , ullei^al §iu , £ t d r ^ Rei« 



ffa den Fariaiioneru SS 

ieo e|"ne GrtJfce genommen werde, so, erhalt man 
d i e Va r i a ti od en % die sich ans den gegebenen, den 
rersehiedenea Reihen angehörenden Gräften, bilden 
lassen. 

i 

Beispiel. Enthält die erste Reue die willkürliche» 

Großen: ».*•"* , ' >; . 

A, B, C, D f ,Ej 

die zweite Reihe a, b, c, d, e, 

die drittle Reibe *, ß, y, i f * 9 

die vierte Reibe <!/ b, C, *,. *, ,. 
so sind Aa«a, Aa*$ # . and so auch Dayt, PWc Variation** 
formen ans jenen Reiben gebildet,; " ' , 

7 a. Aufgabe, Alle Variatioarformtn geordnet 
darzustellen, die sich ans zwei Reiben von Größen 
bilden lassen; 

Auflösung. 1. Man setze die erste Grdfso der 
erstes! Reihe , und Tetbinde mit ihr die erste und 
dann nach -und nach alle folgenden Grolsen der zwei- 
ten Reihe* - 

z. Eben so wirf die zweite Qröfse der : orijteu 
Reihe' mit allen Grolsen der zweiten einzeln genan- 
nten, verbunden. ' 

3. So geht mata alle Grüften dar ersten Reih* 
durch, um sie nach und nach mit allen der zweit«» 
Rphe zu verbinden. 

Beispiel. Die Reihen A, J$, <^ . , , 

und «, f} 9 y, t 
geben folgende Variatiohiformen : A<*, Aß, hf r A4, B# 

B|8, By, Bi; 0** Gß, Cy^C*. f 

■ * . - .- 

?3.' Aufgabe. Aus,, drti Reihen von Grolsen 

alle Varia tionsformeri geordnet darzustellen. 

' « • • * *. 

Auflösung. i. Man bildet, nach der eben ge- 
gebenen Anleitung« alle aus' den beiden letzten Rei« 
hen möglichen yariationsformen in der gehörigen 
Ordnung, ; 

%•' 14 an setzt diesen allen die er^te Grötse der 
ersten Reihe vprau; man fetzt ihnen allen die zweite 
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Gr8fse'der ersten Reihe* vonm, xxxj^ fefcrt ätf fBr MI» 

©rfSften der ersten Reibe fctvt : ' • ' ^ 

* « • ' . ' ' *■ * ' ' ' ** ' ' • ' ** i ' * ' ' • 

***"" 7 4. So erhalt man dfeVärialionsformen so ge- 
ordnet, dafs immer ein Glied der ersten Reibe den 
«raten Platz einnimmt , ei» Glied ^iffer " zweiten Reihe 
den zweiten, ein GJjed -der «dritten Reihe den dritten 
Flatz. N Sie folgen pich $ö^ dafs u immer die frühem 
Glieder derselben R^ihe^her kommen als diö spätem 
Glieder, ferner 'daf» ille^V^rfatitwfoftneiT, Worin das 
ei-ste Glifed der/emejfc "Reihe yo^omtdf , ^hppfe 
werden, ehe man an Forrpen kämmt* die da« aweite 
iSlied der erstetf Reihe enthalten, • .*-... ^. 



Beispiele. ; pi$ ' Reihen . A , B j ' C x ' 



>•- 



o ; ^ 



m» n, o» 



tjöben als V^mtionsfonpe^, die aaa de* beiden lefzjfcp 
ervörgeh^ii, riciitig geordnet, folgende: : *** . 

?/'4ak'j'mßjivyi-iik;T&ßi ny; o«, o]8; oy y *I*criifta dia 
fämmtlicben Vtriationsformefc au* den drei'HeihAfrr 
? * ^Awä, Amß f ktey, Aiiar, : An# » Aa-^ 
-: An* , Aoj9, : •' . . Aö% Bmi, ; ' > £»£> An* *: * 
Bfli, Bn/3, Buy, Bo«, Boj8, Boy*. 

>;,•&»*». Cm/9t. ^Cmy, -♦ Gm, tnß> Cny, ' 

Co«, Co#, . Coy, 

7 5* Bemerkung. Die Auffindung aUer Varia» 
ticmsformen* aqs/Yier Reihen ist nun nicht achwer> in- 
dem man die Varlatiansforrnen aus den drei letzten 
Reih4ri, nach der vorige« Aokitujög Vollständig, unti 
richtig geordnet sucht, und* nnn }^der derselben die 
firste Größe c|er r r^r^ee Reibe ^ die zweite det ersten 
^ Reihe u, s, Wf yorfetgty * : / . ' " , .*'■ '• » ^ J- % 

^ 70 f B^ertüng-v ©la Anzahl der VarUtfontfor- 
men ist leicht zu finden. Besteht namlicjv di^ efaio 
Reihe ans n Größen , ( die weite abis In Grofdtn, so 
gehen aus ib neu so riete Variationrfoirmea bervor f da 
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fbn dm Variationen. 5t 



4ft* Produkt m.n angibt/ Enthalt die dritte Reib« 
1 Gröfsen, so ist das Produkt 1. m.n die Anzahl der 
aus den drei Reiben ' möglichen VAriatiousformen tu 

77. Bemerkung. Wenn man. jedes. Glied einer 
Beihe durch seiden Zählet) Zeiger oder Index angibt, 
al* das erste, zweite, dritte u. s. w. : so kanp man 
diejenigen Variaiiousformen 'als die höhern ansehen, 
**o die Summe det Zeiger mehr beträgt. Im Vorigen 
war Cmy eine Variationsform ans dem 3 t(m , xten, 3*ea 
GJUede gebildet, die Summe der Zeiger beprägt also 
3 + 1 + 3 =s? 7 , - also ist jene Vamtionsforjn eben »o hoch 
als Bny oder als Aoy» .indem die Zeiger ^+2 + 3^^f, 
4i9d ,1+3 + ^=^7 f«hen. Coy dagegen wäre höher«' 






78. Erklärung. Man nennt diejenigen Varia» 
ttonsforlnen Variationen zu bestimmten Sum- 
mca, wo die zusammengezählten Zeiger oder .fs 7 um* 
mern der Glieiffr eine bestimmte Suraine g^fotu 

■•> Beispiel* Wenn X B > <V D * 

m, n, ,0, «p, vf *.» ;, * 

^ ^ .; , ; - *> ßi v . •/.;*'■;•/ * ; \ 

b Reihen "Von Grotten sind, und man eignet A, m, * 
n Zeiger i j B, n, j8 den Zeiger 2; C, o, 7 den Zei«. 
ger 3; D ( y p den* Zeiger 4 zii: so ist die "Sünunej der 
Zeiger :s=5 in^ folgenden Variationsformen: * '"' 

Amy; An/3; Aö*-, Bra/3> Bn« ; sCma ; denn die Zeiger 
und, i, 1,3; 1, 3,;?; j, 3,. i> *, *, a; a».a> M 

3> *>-;•!• -' , ' 



/. 



fg. Bemerkung«' Um diese Rucksicht auf den 
Z^igerl oder .Index des Gliedes zu Erleichtern^ Jhut 
taan wohl jedem Gfie<|e die dem Zoiger entsprechende 
Potenz einer willkürlichen Große x beizufügen. Sieht 
man dann die gemachten Verbindungen als Produkte 
an, so sind Variationsformen iu gleichen Summen 
nichts anders» als Glieder, die gleiche Potenzen von x 
entheben» 
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ßeiapiel Die Reihern mögen. *ey* 

A, Bx, Cx* Bx* f 



% 



* * *,' bx, ex*, ' ' % * w 

,Wo A v qn<I « Glieder sin4, die den, Index *5ff 6 laben* 
Bann entstehen, weil in jeder Variationsfbrm ein Glied 
jeder Reihe vorkommen. mu£s;, folgende Taxiationsfbrmen: 
A«ax, Adbx*, £ß*x z , B**&\ A«cx 3 , Aj8bx*, B«bx* f 
BjSäx», C«ÄxV A0ci«, B*ex«, Bßbrf*, 'Cclbx^lCßsix\ 
»««♦, ßßcx', Cacx*, CjSbx», Dfcbx*, Dßax*, CjScx« 
Päcx 5 , D/3bx 6 , D/5cx T . Mehrere ftind aus den gegebnen 
Großen nicht möglich, und aie cind nun hier nach den 
Potenzen von x geordnet, ; \,j- 



t .■ / - j " 



8 a Die; Anzahl der zu bestimmenden VariAtio? 
J»en zu gleichen Summen hängt da voQL«b^ auf: wie 
mannigfaltige Weise sich die vwlaogte Summe, dai 
ist der Exponent van x in den verlangten Produkten 
fcus den Exponenteil Von x in den geWbneir Groben 
jwuammensetzen laßt '.■'-.• 

,' r " Beispiel. In cten vorigen Reihen (J. 79.} waren die 
•ammtlichen Variätiöiisformen zur Summe 3,' folgende: 
A*cx», A0bx*, Bibx*, B0ax?, Caax*. Ufa Zeiget waren 
nämlich: o, 1, a, 3, in der ersten, 

1, 2, in der zweiten, 

o, 1, a, .- in der .dritten Reihe^ 
und die, drei ist Summe- von o, '1, a> von p, 3, 1; von 
1, i,iU; von r, a, ö-, endlich von. a, 1, b, wo immer 
der aus der ersten -Reihe genommene Zeiger ' voransteht 
und die übrigen folgen. 

81. Waren die Reihen aas einerlei Größen ge> 
bildet y wie , a, bx, ex*,' 

♦ 1 Twc r *cx*,; 
. v .^. i t . bx,. «*, " " ^ • 
•oka'oje dieses, auf diejenigen Zusamuiensetxungeo gan» 
jser Zahlen aus gajnzan Zahlen Hinaus, die wir im 
fiinften Abschnitt betrachtet haben. 
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. JEnter Abschnitt. 

Von der llfubijtfieQtion piehrerer polynomischen Facto* 

Ten in einander, • 

. * • ■ .• -. •• . . .'!' . ' "* i . *• *■' 

TT? * > 

8a. r^rkUtrong. Eipe^ Gvöfs* l\eU>t *ij*th«ip 
lig 9 monotaomiäcb , wenn tto nur aus einem 
GHefle besteht, als6 gat nicht mehrere mit + odör V-s> 
verbundene Glieder enthält. Sie heifst zweit heilig^ 
binomisch, sie heißt dreitheiüg, trinomlsck 
oder endlich vieltheilig, polynomisch, je nac^i«. 
dem sie aük fcwei; drei oder mehreren «durch + oder 
— verbundenen Thefläfi bestebt. * '• " ,. 

$jf. BemeAimg; ' Solleü zwei .'polynomische 
Großen in eisender mdltiplioirt worden : so geschieht 
die* dadurch^ daß der etste The il der ^rstf r^-XJrö&e 
Bach und nach in alle Theile der zweiten Größe* daß 
flejr yweitp der ersten Groß* m alle Tabelle der zwei» 
tea Große ti. s. w; ptultiplicirt wird. 

.,, * Auf ähnliche. Wem verfährt man,; wenn man 
mehrere pojyuoiuüwjbe tyQßea » einander multipli* 
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€o Zu*iU Abthälung* i &*ter jßmhnüe. : 

drt Man multiplicirt das erste Glied, der dritten 
Gröfse mit alle den Gliedern, weiche raan'flls Pro* 
dukt der beiden ersten - Grö&ea erhalten hat ; man 
jnultiplicirt das zweite und )edat folgend«. Glied der 
dritten Gräfte mit allen, Gliedern dt?« Produktes der 
storei ersten. Gröfsen, Eben so verfahrt man mit der 
vierten Grofse in Beziehung auf das aus den drei ei> 
fcten erhaltene Produkt », s. w. 

Dieses" Verfahren ist offenbar nichts anders als 
ein > Aufeuctiep [ jfer säromtfichen Varietionsforipeu, 
welche sich ausejen Glidern ; der Reiben ^4^ Ita- 
•en (vgl. §. 7a. 73.)) die man mm eU Produkte zu 
betrachten hat: und mit den. Zeichen + oder — be* 
zeichnet, \fie es nach den Regeln des Multipliciren* 
mit entgegengesetzten Gräften seyn nrofr. 

: Beispiel.; -Sdnd ; A V fi/'-K C£ x 

^ a + T> .+ • c » v ' 

die in einander zu multipücir^Hden ^Grofiren: so sind aa, 
aj9, ay, aA, b«, 1^ bft bl, C«, cß, cy, cd die »äaimtlichen 
ans den Gliedern der beiden letzten Graben hervor- 
-gebend^; vWfatioäsformen, nnd ihre Summe Ist des .Pro- 
dukt dieser* fceiäfen ;Groften. Setzt man, amen die Güe~ 
.der 4er ersten Beihe ab Factgren vpran, so erhalt man 
aus der Summ* aljer 4****** Produkte oder .Variatione« 
tbraeif-da* Produkt jener, drei Qrö&en in einender ' j 



* « * 



» Aa> 4. £*ß + A*y 4* Aa* 4- Ab* s 

jf ^h^ + Aby.+ AM^AcÄ+A^. + 

Acy -f Äci'+ Baa 4- Ba£ + Bay 
+ B*T 4 Bb* + tbß + Sby 4 BM v 
+ Boot + Bc/8 4* $cy + Bc# + Ca* - 
+ äfc-fc C*y +,Ca# < + ,Cb« + Cbj8 4- ^ ;■ 
Cby 4 C b * + Cc* 4* Ccj9 4 Ccy 4 Cef 



hier einer der factoren, tum Beispiel B mit — * 
bezeichnet, so bürden alle die Produkte, negativ, Worin 
B vorkommt. Enthielte ein Produkt zwei negative Facto- 
tan, so wäre es ^feiecter positiv u/s.. wr r 

-.;.; 84- Skid die jn einander zu multiplicirenden po* 
TytiomiBcben Gröfsea Btfch den Potenzen einer Haupt* 
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pbu df llfiukiplioation rtithrersr potymm. HtctorfH* 
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gro&e s geordnet: v ao verfahrt mw *w*r gras eben 
so, ordnet aber mm die Glieder des Produkts tnsam« 
inen, die gleiche Patenten von «^enthalten, 'das ist, 
diejenigen Glieder, worin Variation?» su gleichen &um* 
men rotkoramen. 

Beispiel. £s sef >das Produkt der drei GröJ&eH; 
^ Ä + Bx + Cx* + Dx* • vr ; 

. A — 0X + CX* ' * 

Mt suchte, und jiacK den Potenzen von X ttt orfdaaa. 



ß sl$t . . , 

Am — • Aa£x — Aayx* z / 

' — Abax +'Ab0x* fr Abyx» 
• <* . + Ae*x* f— Ac/3x» -a-*Ae*** 

+ feuex — Ba/3x a — Bayx»* , 

— Bb*x a +JBi/&' + Bbyx* 

+ W* — Crfi» — Cä ^ 
— Cbax* + .Cb/8** 

■•■-- " • * + CcÄ3 ^ 

> + Da*x> — Da£x* 
• > } v '— Dbaz* 



• ^ 



N 



«<fc * 



+ Cb*x* 

Cc£x*-*— Cpyx* : 

*— 't>ay*£ • 
+ DbjSx' + Dbyx* 
4- D<*x* — Dc0x« — De*x? 

Die einzelnen trpävkte fol^eft .War in der oben (f. jr4.) 
für die Vtriationstforineri angegebnen Cfednung; sie sind 
aber eugleich so zusammen gestellt, dafs man, die Varia- 
tionen zu gjeicnen .Santtnen/ oder die Glieder, reiche 
gleiche Potenzen vfon x enthalten, sogleich übersieht» 

.Da »amUch % . A, *, « den ****<* 
u _ ß, — .}>, —ß den Index i # , 

.. ' // C, c, —-f* den Index * $ 

/ D, den Index 5 

haben: so ist — Bc<y ein Glied, Vo die Zeiger i-fa+^r^Ä 
gebend inDby geben sie 6, und dies sind au«h die ftfr» 
potenten ven *' i» dieseir Gliedern, 
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Q* f Zweite JßiTwfunp Ertter JUcAnitt. 

1 ' ' 85. /Lnmerkung. Diese "Betrachtungen zeigen 
^reichend ^ wie öiön ^bey pol^n^mlscheil ungleichen 
Factoreri zu verfahren Hat. Wif wollen jetzt nur 
noch tiie Produkte aus binomischen Faktoren , und 
die Brüche, deren Zähler *= i, deren Nenner abdr 
ein Produkt auf binombeben Factorenist, näher be- 
trachten*). / \ 

« • » • 

86. Lehrsatz« Wenn mehrere * Factorca rfyn 
der Form <Ji— ax) (i— -bx) (i — ox> nid a* weiter 
in einander raultiplicirt werden : so ist in dw Pi^ 
dukte der Coefficient, welcher der ersten Potenz von 
x beigefügt ist, gleich der negativ genommenen Bote« 
im aller jener Gröfsen a, h f v und so weiter; fer- 
ner der Coefficient , welcher x* begleitet, gleich der 
Summte aller Produkte, die sich als Comhinatioaen 
zu zwei ohne Wiederholung aus den Größen a, h, o 
tu s. yr. bilden lassen } und allgemein, der Coefficient* 
welcher x ri begleitet, in 'gleich der Summe aller Pro« 
dukte, die sieh' als *r Gröfsen enthaltende Combin*- 
tjonen ohne Wiederholung aus den aammtlichen Gro- 
fseu a, b, c u. s. w. bilden lassen, und «war dtestt 
Summen negativ genommen, wenn n eine ungerade 
Zahl*, positiv genommen , wenn n eine gerade Zahl ist* 

, Beispiel, (i — ax) (i — bx)' (l ~cx) (i — dx) 
iit=5;l^— (a+b + c+^x-pCab+ÄO+Äd+bc+bd+cd)** 
M (abc+ abd + aed + bed) x 3 + abcdx4. 

Beweis, l. Wenn nur zwei Factor?n da sind, 
so ist die Regel einleuchtend richtig, indem das als« 
<J*nn mit der zweiten Potenz abbuchende Produkt 
/ ~" '«= i'"— "(a+,b)x4abx* ist 

3. Wonn abef das Gesetz, welches der Lebt« 
sat* angibt, gilt für irgend eine Anzahl von Faeto» 

>) Solltet* einige Leier die- folgenden S*it*e bis «u Ende diete* 
^^b^ennkts zu schwer finden: «o können sie dieselben beim er- 

:. tten Durchlesen' obne; Nacbtheil pbergehen, indem sie kein« 
Begründung der Folgende« Abschnitte' omWtett. - < 



Von d. ilßri*$^ £3 

.^ , * ■ ■ ' / 

ren, so gilt «a aqch, wenn noch da Facto* mehr 

ixt das Produkt aufgenommen wird* 

Wir polten dies euerti ' Ar dit Co^fficienten v*n 
3t beweisen. 

Habet} vir naralich in dem Produlle , 

(i -~jxx) (i— bxKi -±-,cx) (i — dx) .... ... . (i ■— n) 

den Coeffidenten der ersten Potenz von x r 

1 «~(a+b+c+d++++r), so sind ja die beiden 
Anfirogsglteder um«« Produktes' •' ö . 

- r bs^i -^(e+b+c+d+€+++r)^ v BHngen wir nun 
notttt einen neuen Factor (i— sar) in das 'Produjkfe 
«o >wird>das GKed, worin' jetrt die eitofe Potenz jo« 
* oriHfc^ttH, ' nur entstehen ans 

- «*-(*+ b+c+d ++ + r) x multiplicirt mit i , / nnd 
ans ' i multiplicirt mit -*-eac,- so d*fs es 

-.7. »■••■: «äs- i -*-(a+b+c+d++++r+0 wird f und eis* 
auch bei der um eins vermehrten Anzahl von F*£to« 
rann noch seine , . im Lehrsatz bestimmte Form behult 
Es wird diese* also immer behalten > da es sie für awei 
Faetoren hatte. 

. Aber auch bei jedem- n*** Glfede gilt eben, die» 
hs^ Nehmen wir nämlich , at*, für die Anzahl von 
r Faetoren jener Form wären wirklich bis zu dem 
GJiede hin, welches die n te Potenz von x enthalt, 
alle CoefBcienten der angegebnen Form entsprechend: 
aö^irä bei dem Hinzutreten des neuen Factors (it-t-sx^ 
da* Glied, welches in dem neuen Produkte x* ent* 
hält 9 gebildet, indem das in dem Produkt« ans r Fa- 
etoren vorkommende mit X n ihnltiplicirte Glied mit i, 
und indem das dort mit x* - " 1 multiplicirte Glied mit 
— sx multiplicirt wird« Der ? Coeffifcient, welcher 
jetzt, in dem Produkte aus (r+i) Faetoren, x° be* 
gleitet^ besteht also erstlich aus allen den Combina* 
tidnen zu n, welche stich aus der r ersten GHifseri ohne. 
Wiederholung bilden lassen, wejl er daraus in dem 
Produkte aus r Faetoren bestand} nnd zweitens.; aus 
allen Gombmationen zu (q— i) die sich aus den r 
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m 

er Mta Grftfsen bilde» lassen , wenn diesen noch der 
Factor s beigesetzt wird. JQie Summe Bieter Verb in* 
düngen ctothalt aber (wie. ans §. 5p bekafnut N ist) 
alle Combinationen zu n , die sich ohne . Wiederho- 
lung ßus den gegebnen ^(r+ii>Grafeeii bilden Us*«n, 
lind der Coefficienr von x n hat ( also auch in dem 
neuen Produkte die ina Lehrsätze angegebne Form. 

' ,3. Ob das Zeichen 4- oder ~ »wird, bestimmt 
steh 4 da wir alle Grbfsen a, b, « tu s. w* jiegatir 
genommen haben, darnach , ob dies* Grofcett j* ge- 
rader oder ungerader * Anzahl ak Factoren ' vorkom* 
noenl Also , da jede* Produkt* worin x n steht, anch 
n jener Factoren enthalt, so ist es positir wenn q 
eine gerade Zahl ist, negativ für tongerade n* 

87. Nehmen wir hier alle jene Gröfseiv a, ix, cy 

d, r, sämmtJich =1, so werden alle Jene ein« 

zelnen Produkte ,- die den Combinationen entsprachen 
c=i-, ihre Summen werden also gleich der Anzahl 
solcher Combinationen* Hiernach könnte also schon, 
da das Produkt jetzt aus r gleichen . Factoren be* 
etebt, die t u Potenz von* 1 ~x, ; entwickelt werden.- 
D«K Anzahl der ans r Gpöfsen entstehenden Combi« 
toatfbnen zu 1, da» ist, die Grüften einzeln genom- 
men) ist =r^ die Afazahl der Combinationen zu a. 

ist . ■ . ■ ; die Anzahl der Combinationen zu n 
b r -fr~0 ,fr— a). iV « .\ - (r— (n — 1)) ., 

Igt ■ ' ' ' \\ ■■«! '■' » 11 >i »i m m* ■■ ■ > ■■ ■■ ■ 1 i h iwiii # 

^ \ * a ■•*&•••. m n 



Also wird (1 — xf 

i^-ryt x . ' ' ■ . - \ — r- — x* i _. 

■«f,*— *'+——••••• T^T" — , ' ' ' " . ' '" * +T*U#S.W. 

1 * 2 . • • n •.'"""" 

Ahiiferknng. Die* ist schön die ' Entwickelung des 

binomischen Lehrsatzes, auf den wir aber noch zurück* 
konü&eh»v , . • 



I 



fön d^Mut^ 65 

~* • • , ., * .* 

r * '88; I/ehrsal£ - ^Wcmi «ntö-t ^ividirt mit dem 
Produkt^ ati» r €WH»en von de^ Fotos (1-—A3) odefr 
dfcn Qudtienten ' /.'. 



• " ■ '■ <> P « ■ ■ ■» i * » ■ M ■ »■ 



sucht: 



(i — ax), (i — bx) ( i — es) . .. U( i — rx> 

so ist in dem entwickelten Quotienten der Coefficient; 
jon. X? gleich der Summe aller Corribinätioöen zu. n, : 
die sich jÄit > veia\atteter Wiederholung aus r Gräften 
bilden lassen* • •'•-, •* v , * ' * 



Beispiel/ ^ . ■ ■■ v . \ x > r. % ^ > , ■ *■, v 



(1— ax) (i — hxrj (i ^lx) 

gibtpjbtei 3$ 3 -den ,Coeffici«nten aaa + ^aab + aac -f- aW^- . 

tbc + *cc ^ bbb +. b£p + b?° ^r E c ^ V j?e* <£* den £oeJfr^. * 
cienten äaaa -f- artab «1- äaac -j- aabb + aabc -$- aacc -f- abbb + 
+ abfec + *be&+ accc + bbbb + bbbc + bbcc -f bcco-rj- cccc. *\ 

-.-'•' • "'s* 

* » I t.. » • ' , . ^ 

, Bewek i... Wir wollen den Quotienten, dessei* 
Divisor r Factor en enthält, nämlich: , < 

durch s 



*■>■■»! 



(i i — •«») (i -— bx) . »v.- . ■. (r— rx) 

/ ==b 1 fAx+Bx*+CxH+... + ^ n ^tc; - 
ausdrücken , und x uns nun noch eiiien Fadtor«==s£i -. — *x) 
in- den Divisor gesetzt denken. Dann ist ja 



i 



(i~ax) (t — bx) . ... . . (i— rx) (l— sx) 

* 7. i+Äx+Bx*+-A +N* n ^ etc. 



1 — sx 



\ 



and wenn ich mir auch diesen in eine Reihe, entwi- 
ckelt vorstelle, die= i + «x+^x*+. . .^ ^x^'f^-f 
u. '&. ^. heilsen mag.: so mufs ja . ' s M 

i +iU^,Bx a + etc. 

... ==:(^— sx) (i +«x+/?x a + -1. + f*x n 7"*+ etc. 
seyn^das **t >. - r 

i+Äx+Bx a +Cx i +..l/+Nx rf + etc v . 

• .^ *— sx^r- a« a — /ätex 3 -— .*..- — f4§x n — .etc. • ' . ^ 



/ 



/ 

\ 



\ N 



» 

« I 



1$ ^M^Jr^rAyi, 

Hier ttittfs «ifr dem Grunde {& a&Y d*r Coefficient' 
afaer bestimmtet* Potenz von x hft beiden Reihen 
gleich, also, im allgemeinen Gliede tf , 

teyn ; das keifst: der bei x n stehende Coefficfent in dem 
Quöt&hten, der dotfpb (r+i )< Divisoren entstanden 
ist, (=v), besteht ans dem Coefficienten N, der ii> 
dem .durch r Divisoren entstandenen Quotienten difc 
if* Potenz von % begleitet, addirt zu jti.s«, dem mit 
a muUiplicirten Coefficieüten d£r Potenz V"" 1 in der 
Reihe, die durch (r+i) Ditisoren hervorgebracht ist 

: 2, Hieraus erhallt« dafr 4& Lehrest* fiir den 
. Coefficierittn r, der bei tr steht, da w* (r+ i) Divi« 
•ören vorkommen, gültig bleibt, wenn t er hei, dem 
täfchsf vorhergehenden Coeflicientfen f* dieser Reihe, , 
und bei dem x n begleitenden Cdeffiofenten N, der 
durch r Divisoren *t&an<küen Reihe gilt , Galt er 
nämlich' bei diesen « io ist N die 'Summe aller Com« 
binationen zu n aua r Größen und fi die Summe *l*; 
lier Combinationeu zu ( n -*-; f ^ • w ( * + * } Gröfsen, 
(mit Vtratatteter WiedarhoJucg), Al*<* belebt 
v=xN+^, auÄ der Summe aller Combinationen zu 
n aus den r Gröfsen a, b, c . . . . r, so daß »hier 
ausgeschlossen wircl^ und aus der mit '. s.. multiplicin» 
ten Summe aller Comb^nationen zu (n — i) aus allen 
(r+i) Grüften a, b, c....r, s, das ist atfs allen mit 
erlaubter. Wiederholung möglichen Comhinatipnen zu 
if, die iich aus jenen (r+ i) Gröfsen bilden lassen» 

(^ 6o.j ; . '>■ ■ , •' • 

3. Pa nun leicht zu zeigen ist, dafe unser Leluv 
satz gilt für ejfnen Pivisor, der nur au» dem einzigen 
Factor (i — ax) besteht , ubd daß er für den jpoeffi* 
cientcn von x gilt in der Entwickelung von 

I i 

(i~~qx)(i — bx) •* s 

so gilt dar Lehrsat« für jedes folgende Glied die*«* 



s • 



Von d. Mt*Ü*ftic&foi mehrerer potytoenk Fhctoretu ßy 
Quotienten, wo der Divisor ein Pr^ukt zweier Facto* 



T€tt ist. f 



- Da iich ferner leicht zeigen lafst fvergl. den folg* 
$.) dafs auch bei einem aus t FÄctoreri zusammen« 
gesetzten Divisor wenigstens da* Glied, worin x l ror- 
kömmt, dem Lehrsätze gemjtfi ' ' 

; =(a+h+c+d+ +r)x . 

wird, so erhellt, dafs man von dem Quotienten, des^ 
sen Divisor zwei factoreu .enthielt, auf den, dessen 
Divisor drei Factoren enthalt , und so .weiter fortschlie* 
Jben darf, woraus also die allgemeine Richtigkeit des 
Lehrsatzes erhellt 

89. Wenn man nach den Regeln der gewöhn* 
lieben Buchstabenrechnung dividirt, so ist 



V » 

1 



(«i4«x+a a x l +aVf..+Ä n x n +etc. 



j—— ax- 

1 i+ax+a x +etc. 



■*M*i 



(» — ftx) (1 — bx) » — b± ' > <',"' 

'«I+(a+b)x+Ca*+ab+b')x*+etc. , 

und wenigstens die x zwei ersten Glieder lassen siclf 
auch für mehrere Divisoren leicht finden, und als' 
dem in nr. 3. de» vorigen §. Angegebeneu entspre- 
chend nachweisen;. 

x \ 

90. Bemerkung. Hätte ich statt a gesetzt az % 
statt b, bz% statt c, cz 3 , statt r, rz r : so käme in je- 
. des Produkt aus a, b, c u. *. w. eine Potenz von z s 
sutn Beispiel aac ' würde aacz% und der Exponent 
wäre ans 1, 1, 3, zusammengesetzt. Auf ähijlicho 
Weise würden in allen 1 aus drei Qröfsen gebildeten 
Produkten der Exponent von z aus drei ganztn Zah- 
len,' in allen aus vier Gröfsen gebildeten Produkten' 
den Exponent Ton z aus vier ganzen Zahlen zusain« 

- 1 *& • 



68 



v 



/ 



läbtheilung. ^$tet JbschnitU 



mengesetzt, and • wenn man das Glied, , welches x 1 
enthält, näher betrachtet, so findet man darin alle 
Potenzen von c^; deren Exponenten sich" aus dreien 
der Zahlen i bis r zusammensetzen lassen; das Glied; 
welches x 4 enthält, bieget alle Potenzen von z däiy 
deren Exponenten sich/ aus Vier der Zahlen" 1 bis r 
zusammensetzen lassen u.s. w. . , • J . 



JMitpieL 



(i — azx) (i — 6z a x) (i — oz'x) . 

gibt, als Coefficienten vom (az + bz a + cz*) , worin alle 
Exponenten von z vorkommen, welche die Zahlen 1 bis 
r, das ist hier 1' 2, 3 .einzeln genonunen, geben kön- 
nen. Entwickelt man den Coefficienten v ; on x a ,-so ist* 
er (a*z a + abz 3 +|acz 4 +bbz 4 + bc3 5 + ccz 6 ) un< * ej F enthält 
alle Potenzen von x, deren Exponenten sich« aus zweien 
der gegebnen Zahlen 1, 2, 3 bilden lassen , nämlich i + i# 
*+*, 1+3, 2 + 4, 2 + 3,3 + 3. Da* Glied, welches 
X 3 enthält, hat einen Coefficienten r in welchem z alle, 
die Exponenten bekömmt, die sich aus dreiett der Zah- 
len 1 * bis r ^der hier 1 bis 3 zusammensetzen lasseh. 
Dieses Glied ist nämlich =rx3(a'z3 + a a bz*+a*cz^ + abbz* 
+abcz*<f accz 7 +bbbz* + bbcz 7 +bccz 8 + cccz 9 ); die Ex- 
ponenten sind die Summen 1, + 1 + * , 1 + 1 + 2 , j +'l + 3, 
1 + 2 + 2, I + 2 +3, 1+3+3^ 2 + 2 + 2, 2 + 2+3, 
a+3 + 3, 3 + 3 + 3.1 

Diese Entwickelung liefsc sich auch da , wo der Di- 
TOor mehr JTäcioren enthält , , wo sie also weitläufiger 
ausfallt, leicht .darstellen. . ' 



'9 t« Setzen wir jetzt a,*b, c und . alle folgenden 
sammti. = i, so dafs wi> statt ihrer nur z, £% z 1 
tt. s. w. beibehalten-: so erhalten wir statt der summt- 
liehen Conibia&tiooen nur die Anzahl derselben , üijd 
die Entwickelung von ' . 



(1 — äx) (i^z*x) (i— z^Ci—z^x) etc. gibt fol- 
genden, Quotienten b ' . 



Von d. MultipUcation mehrerer pofynonu Faclorm. 6 j 

+x*f « a +^+a* 4 +aaM-3z«+32 , '+4z i + «tc. % 

+x J { B , 4-a 4 +az»,+3 z >4z V +5z 8 +«tc. } 

+x 4 { 8 4 tz , +az«+3z*+5z a + etc. }' - 

-+x'{ « , +z e + a? '+38» + etc. }, 

+x'£. V+z r +etc } 

- +x«{ ; «• + ««*.•:}. 

, Diese Entwickelnng zeigt J wenn man die vori- 
gen Ueberlegungen darauf 'anwendet, wie oft jede 
Potenz, »von z als Produkt aus niedrigem Potenzen- 
tait ganzen Exponenten entstehen kann..' - " % 

, • • ' t - 

z 6 zum Beispiel hat "die C&efficienjten, X , £, J$i «V *> 
j , bei dep nkch einander folgenden Potenzen von Jb, d»t- 
durch .Wird angedeutet, da£S» z 6 entstehen kann : einmal. 
aus dem einzigen Factor z 6 ; dreimal aus zwei Factoren, % 
nämlich als z'.z*, z*.z 4 , z 3 . z 3 : dreimal Ws drei Facto- 
Ten, nämlich als z. z.z 4 ; z.z*. z 3 ) z Ä .z*.2 a £fe Weimar au* 
-vier Factören , rämlich : z . z . a . z 3 und z . Z . Z z . z* ; einmal 
aus 1 fünf; einmal aus sechs Factören. . 

z 8 bat «üe Coefficienten 1, 4, 5, 5, 5, 3, t r l. - 
Es entsteht also z 8 auf eine "Weise aus einem Factor , 
~z c •, *au£ viererlei Art aus zwei "Factören , z . z* 1 ^ z 2 . z 6 ; 
z 3 . z* ; z 4 . z 4 ; auf fünferlei Art • aus drei s Factorßn z , z . z ff j 
s&*$ a »zl', z. s| 3 ,z*- z*oZ a ,z 4 j z z .z 3 .z*; auf fünferlei Art* .. 
*«us* -vier FactoTeri z.z.z.z* y z.z.z*.z 4 ; z.z.z 3 t z 3 ;~ 
& . z a ^ z a .' z 3 •, z z . z* . z* « z z •, auf dreierlei Art aus fünf I&* . 
ctoren, nämlich : z * z . z.. z , z 4 ; a . z , z. z z . z 3 ; z . z . z* . z* . z* ; 
auf; zweierlei Art aus sechs Factören, nämlich: z.t*.z*z.z#*i • , 
»z..*.«.*.* 2 .? 2 ; auf einerlei Art aus sieben,, auf einerlei . 
Art aus acht Factören. / ' • % - ' 



* 



\ 

% 



« / 



|0 Zweite, Jfbtfueilunp* Erst* JbtchnitL 



» 4 



t / 



9?. Diese Zusammensetzung der ' Potenzen aus 
Factoren odec der Exponenten aus ganzen Zahlen ist 
eben das, was wir im fiinfteii Abschnitt der ersten 
Abtheilung betrachteten* Wir, haben hier also, ein 
Mittel die Anzahl solcher Zerfallungen ganzer Zahlen 
in zwei, drei und mehr ganze Zahjen zu finden* 
Wollen , wir die sämmtlichen . möglichen Zerlegungen 
einer Zahl, z. B. 8 »/heben, so brauchen wir nur 
xäi- zu fceUen,. und alles nach den Potenzen, Von s 
fcu ordnen. Der Quotient 



1 



■ -1 ■ 1 ■--* 1 r - - •• ■ ' - ^.1« 



hat nämlich , in eine Reihe entwickelt , bei jeder Pt>~ 
ten Von z denjenigen Coefficieuten, welcher anzeigt* 
aifcf wie mancherlei Weise der' Exponent als Summe 
ganzer Zahlen ans den Zahlen i> a, 3...r, entste- 
$»*q kann. » • 

*■ Die wirkliche Division gibt: 

»*-* •■*, ■ 

•Uo kann jede Zahl nur auf einerlei Weise tu* Zu- 
sammensetzungen * in denen blos 1 vorkömmt, en&to* 
Jien, Ferner ist 



0— z)(i— «•) . 1 \ 

äi +z+a«*+qz , +5z 4 +SzH^ +*^+5^+etc. 

'Es kann also zum Beispiel die Zahl 5 auf dreier- 
lei Art aus Zusammensetzungen entstehen, worin blo» 
j und ' 7 vorkommen,. . nämlich i + s + i+4 + i j 
i.+ i + i,+ ij i + a+a. 






i-H+az*+32 , +4i 4 +5ü*+7«i e +82'+^o« , + u. «. W. 
6 zum Beispiel entsteht auf 7 fache VifaiW'M* *» 



1 



Phn d. MuUif&catiön mehrererpotyrtonu Jfetfdfws. ?f « 

i 

*%Mm i, a, 3, nupticb: i-fi+i<ffti+i ; 1^1+1+ j+a; 
«+i+»+3; ifi+a+a^ i+a+3; *+»+*} 3+3. 






i4»4-az*+3*'+5* 4 +6?*+9» e +» lz'+i^+i 



i 

L - " ' >; ■ /. "TV/. 1 - 1 ". » 



* '■ ' i+z+ 3 z*+3?*+5BM'7»'+i©E«+i58 , +i8i , +; 



»+z+aa*+3z , +5a 4 +7«*4j i«*+»4z?+ao* , +t 



■ i i i 



(i — z)(i-^z*)....,..(i-r-z*) 

i+z+az a +3z^5z 4 +7* 5 +i ix^i 5^+a !«•+» 



i 



<i— z)0-z*)...,.(i— x"> 

l+z+a^'+S^+Sz^jz'+Mz'+iSJs'faaa'+tt«. . 

Die 8 kann also nur auf anfache Wefca durch Zerje* 
'•gang in ganzo-Zahbn *n*ateb?u; dei*u sie kann night aus 
einer Zerlegung , worin 9 oder eine" gröbere Zahl yoe? 
käme ^ gebildet werdeji, also bleibt ihr Coefficieqt uur 
geändert, wenn m$n auch noch mit (i— x 9 ) oder 
wt mehreren folgenden Grölien diridUte. > 

. Es Wäre nicht schwer« die Divisionen weiter fort- 
ansetzen, und so würde man die Zerlegung der gro« 
faem Zahlen bestimmen; die folgende Eni Wickelung 
gibt die Anzahl der möglichen Zerfaltopgen für alle 

Zahlen bis zu a4 an. / a 

* • •. .. • • * ■. 

• •,. x ■» .• . ■ * 



.»•+z+azM-3* , +5* 4 +7a , +i laf+^z'+aazN-Soz» N 
+4aa , °+5«a ,, +77z , *+ioiz , ?+i 3Sz M *f 1 76z ,J 



*\ 



' *■ 



I' 



\ 

4 



73 Zweite JMIieihmg. Zweite* J4bscknii£ 

•-. . * ^ 

+a3iz , ' + a97z ,7 +385z ,8 4-49oz X9 +6a^z 1 
+7oaa*?+ioö2z"+ia55z* 5 +i5.74z" 4 ,+ etc. ■ 

Oben haben "wir gesehen ($. 64 bis 69.) dafs sich, 
die Zahl 16 'zerlegen Li ei»/ 8' Mal in zwei, ai Mal m. 

\drei, 34 Mal in vier, 37 Mal in fünf, 3-5 Mal in sechs, 
28 N Mal in sieben, aa Mal. in 'acht, i5 Mal in neun, 
11 i/lal in s zehri, 7 Mal in eilf, 5 Mal itt zwölf, 3 Mal 

' in dreizehn , a Mal in vierzehn , 1 Mal in , fünfzehn, ** 
1 Mal in Sechzehn Theilß. Das gibfc, x weil 1 Mal unzer«- 
,kgt hinzukommt» 53 v Zerlegungen, wie es untre Formel 
angibt 

v * * "* 

Zweiter Abschnitt. 

* - Der binomische und polynomische Lehrsatz, für 

gante und positive Exponenten. 

> • • • • . ■ . * 

.4)5. Erklärung/ Der binomische Lehrsatz; 

'gibt das Gesetz an, wie irgend eine Potenz eines bi- 
uomiach^n Ausdrucks entwickfeit* 'wird. Der poly- 
nomische Leh rsatz »eigt eben dieses für vielthei- 
iige Ausdjräcke« . , , " 

*••" * 9 4* Benlwkurig. Wenn man «Ine Größe, die 
ws in Gliedern - besteht, mit 'einer andern, die aus 
H Gliedern besteht, muUiplicirt: so 'hat das Produkt 
m.n Glieder, well jedes Gh'ed der -ersten Gröfta ia 
jedes Glied der letzten multiplicirt . wird« 

Wird eine. Größe imt^iqh selbst rnultipliciYt: 
so wird) tvenii sie n Glieder enthielt, ihre zweite 
jPötenz, rt* Glieder, ihre dritte Potenz n 1 Glieder, 
ihre r te Potenz n r Glieder enthalten. Unter diesen 
Gliedern sind aber mehrere gleich, die wir- daher in . 
ein ' einziges Glied £u vereinigen pflegen. . ' 

96. liehraatp. In der Potenz eines polynomi- 
schen Auadrufckes kömmt jedes aus *ben den Facto» 
ren zusammengesetzte Glied so oft vor, als diese Fa« 
etoren sieh* pormiitiren losseq. % 



Der 



omfsehe Leh^saU u. "#• m\ f3 



Beweis. (Wir brauchen nur auf dp Ijtatotefaqag 
, des Produktes aus gleichen vielseitigen Factoren z« 
aeh^n und es vins zur Regel zu» machen, dal* alle« 
mal der. aus der ersten Grofse hergenommene Factor 
Toraosteben, dann '.der aus der zweiten Grofse htrgep 
commeoe, dann der aus der dritten Gröfse hergenom« 
inene u. s. fojgen .soll. Dann erhallt, dafs 

-/; a+b+o ' t /• . - ; * . 

irnjltiplicirt in a+b-f-c, 

folgende^ gibt; aa+ab-frac ' ' . ; 

. * +ba+ bb+bc/ 

* +ca +cb+cc. - : 

• ! " • , » • ' 

Hier kömtat a mit a> b mit b mulliplicirt nur 6107 

* mal, a mit b, b mit a multrplicirt als ein' gleiches 

Produkt zweimal Tor, aber so, dafs einmal das ersle 

der gegebnen Polyqotoien da$ a, das andre Mal das 

erste 'das b als Factor gegeben hat. " * ' v 

.i • * \ . , i 

Multipliciren wir* jene zweite /Potenz, indem wir 

die Glieder so einzeln 'stehen lassen,, mit a+b+c und 

* • 

setzen immer den aus dieser letztem Gröfse gftnoni* 
merken Factor voran, so ist das Produkt: 

=aaa +aab «feao 
. . +qba +abb +«bc * 

+aca +acb +acc - • 

1 +baa • * +kab +bac 

+bba x; +bbb+bbo 

. +bca +bbb +bcc 

+caa +cab^cao 

+cba ' , ^cbb+cbc 



+cca 



+ccb 



+OCC 

• * » M \ - 

Wir pflegen diese dritte Potehz sogleich in die 
abgekürzte Form s=a 3 +3a 2 b+3a*c+3ab*>+6abo+3ac* 
+b* +3b 2 c +3bo m +c 5 ?u bringen, wo nun, wie <lie 
obige Ent Wickelung zeigt, die Zahlen Coefficienten au- 



» * 



^ ; 



-fgß!6m r wie oft, da» heißt, durch wie mannigfaltige 
Fermotation eben das Produkt eitstehen kann. 

Die Rechnung' laTs.t sich ieidht für höhere Po« 
tenzen fortsetzen * und V es ist nur zu bemerken, daft 
in der r tea Potenz eines polynomischen Ausdruckes in 
jedem GHede r fuctoren verbunden sind, die aus den 
r gleichen polynomischen Ausdrücken, so {lergenonj* 
men sind; daf* jeder einen derselben liefert. 

Unsre Befrachtung zeigt auch, warum unter die« 
$en Produkten so viele gleiche sind, als die Anzahl 
der Permuta tioneu augibt. Denn so wie in der Be- 
stimmung der zweiten Potenz, aa nur einmal vor- 
kömmt, so wjrd auch a r in der r lta Potenz nur e,in- 
mal vorkommen , , weil die Verbindung aller ersten 
Glieder Ajit einander nur einmal , möglich ist. Dage- 
gen körcjmt ein .Produkt wie a'^b ib der r ten Po« 
. tenz ? Mal vor, weil es »War, wenn b aus der er« 
sten Reilfe genommen ist, für* alle übrigen Reihen 
mir einmal das Produkt af - "*' gibt; aber nun b eben 
so gut aus, der zweiten Reihe genommen werden kann, 
wahrend aus den (r—ri) übrigen Reihen die aadimtli- 
cben Plätze, mit a besetzt werden, und man so das 
b aus jeder der r Reihen hernehmen' kann. Auf ähn- 
liche Weise kaufe man alle Arten von Gliedern durch- 
.gehen«' , ' : 7, / 

Beispiel. fci(a-fh+c)* kömmt aaaabe mit dem 

Ceefficienten ■ ' * ' . j^-^zxZb vor^ Das Produkt aaa* 

l . a . 3 ( . 4 •: , 

kann nämlich aus den s^cjis Reihen hergenommen werden, 
indem man die erste und zweite Reihe nicht benutzt/ 
indem man die it* und 5 te Reihe, " < 

lt« und 4t« Reihe» • , 
^ ' ' ite und 5t» Reibe, 

. *te und 6t« Beihe, 
' . ' *ie und ,3*« Reibe, . - 
&* und 4w Reihe, , ' 
sfc und 5t© Reihe/ • ' 
*t» tm4 6ta Reihe, 
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... » • • • 

/ ' Steroid 4t* Reihe, 

, 3teu a d öte Reihe, 

3 te und ßte Reihe, i . ' >,, 

4«« mtd 5t* Reihe, 
4t»unds6t0 Reihe, 
t ~ * » ßie und *6te Reihe 

sieht genutzt, also auf löfqche, Weise. Aber, in jedem 
dieser Fäl^e kann bc auf /doppelte Weise entstehen/ je 
nachdem b aus der ersten öder c aus der 'ersten der 
<lort nicht berartaten Reihen hergenommen wird.- Und 
•o it\ allen Fällen. . - " 

96. Der binomische Lehrsatz. Wenn «ine 

sswtytheiiige Große (a+b) zur n 1 *" Potenz erhoben . 
wird, so ergibt sich {a+b) B =a ,l +na n 7 I b+ 

n (" — A n~» .* . n-fa— Q( n - «> n-* k , < 

» . 3 T 1 . 3 . 3 ' x 

X , "-fr»— O-fo — a ) •••'(«» — fr— O.n-Uri 

1*3 # , «5 « ■ • • • r 

» f 3 • , „ 

* ■ ' ( 

Beweis Wenn man (a+b) zur n len Potenz er- , 
hebt» oder Mal alc Factor setzt: so wird zu Bil- 
dung jedes Gliedes aus jedem dieser » binomischen 
Factoren an einfacher Factor hergenommen« 

Da hhq aber nur swei verschiedene Gröfsetr a, b 
vorbanden sind: so kann entweder die eine, Gröfse n 
Mal als, Factor gesetzt werdet? 5 a n find b n ; oder dio 
eine (|b — t)Mal die andre 1 Mal, a n ~ 4 b und ah n *~ r ; 
öder die eine (n — a) Mal, die andre a Mal, a 11 ""*^ 
und a 2 ^""*; und so Sio^ «Ucn Fällen dje eine (o-r-r) 
Mal» wenn die andre r Mal gesetzt wird, *T*b r und ' 
a F b Ä ^. Hierdurch ist bestimmt, dafs die einzelnen* 
Glieder, sofern sie an» * und b gebildet werden, nur 
die im Lehrsätze angedeuteten (n + 1 ) verschiedenen 
Formen haben können , . indem b gar nicht oder b 
ein Mal oder zwei Mal und so bis n Mal vorkömmt 
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Jec[< s dieser Glieder kommt aber so. oft vor, ab 

/ eeim? Permutationszahl angibt, da(s ist (§. 43. 44« 

- .45.) da n .Größen unter welchen r gleiche qhd (a-*-r) 

' wieder unter sich gleiche' sind, «a oll permutirt 4rer« 

• deu können, als * • • ' ; , ' 

n.Cn-^OCn — 3) .... (n— (r — 1)) ,- 

• ^ - , . s i . 2 , . 3 .... V ' 

atigibt, sä ist die* der Ceefficient voii a°"" r b r und von 
a r b n ~*. Uiid ab erhellt die Richtigkeit des LeKr- 
aatze& 

.97. Diese Coeffiaenlen 1, n,, -* ü. s.'W. 

welche, den Produkten aus den Gliedern des Binom* 

. » * . . * ■*■/'. 

beigefügt sind, heifsen nun die Binom ial-Cöeffi- 
eienten deV n tea Potenz, \ , 

Beispiel. ' $ ach untrer Formiel ist die entwickelte 
Potenz (a-fby°=a x 9 + ioa 9 ,b / ; t 

7 1.2 Vi. 2. 3 T i.a.3.4 

^ 1.2.3.4,5 < *„ 2. 3. 4. 6.6 T.*. 
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i£^? a Jb^+i2^,*l>8+lo.ab»+h' ... 

z» 1*2 «^O .. 1 • 2 .. t 

1 5=« w + ioa«b+45a9|^4.iaoa , 'b» + 2iöa«b* " 

+,a5aa>b*+2iöa 4 b 6 +i2p* ? W4.45A*W 
'+ ifc a.b*+ b*>. . r 

In O + b) ,0 ° hat das Glied, worin a« a b J9 Vorkömmt, den 
Coefficienten U»*9-9B--- r fa » - . ; 

1 . 2 . 5 . . ^ . 09 ' - - "* • . * 

\ r -\ . ■*• .' ' ' * • ' 

99- «Der polynomischeLehrsatz für 
Gröfsen, deren Glieder gapa unabhängig Von 
einander sind* 

Die n 1 *' Potenz eines Polynomium» Ca+h+c+d+cf+f) 
wird gefunden, wenn man alle möglichen Combina- 
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tionen zu ^ mit ^erstatteter Wiederholung au« d#n 
Größen ä,- b, c, d,~ e, f sucht, und jede* 'dieser 
Combinationsformen die Anzahl ihrer möglichen Per» 
Imitationen, .als Coefficiehten beifügt* Die so darge« 
p teil ton t Produkte, in eine Summe gebracht > geben die 
Entwicklung der gesuchten Potenz. , 

v m 

• Der Beweis erhellt aus dem Vorigen, doch füge 
isfc* ntffl* 'folgende Erläuterungen bei. 

t)ie aus n Factoren bestehenden, aus den einfa* : 
clibri GhedeVn zusammengesetzten Produkte können 

auf folgende Weise gebildet seyn. 

j . 1*. Sie enthalten lauter gleiche Factorfcn, wie ä 
o&er b n ;.4ann haben sie den Coefficienten i, weil -sie 
Jtehie, Permutationen erlaubet). 

a. Sie enthaltenen —rj) gleiche Facfcoren und 
einen andern Factor, wie a to "~ x b. ' Dann erhalten si^ 
den- Coeffieienten n, weil 11 .Größen % \ tmter. welchen 
( n^— r) ' gleiche sind, n Pertnutationeu erlatiWi. 

*" 3. Sie , enthalten (n — a) gleiche Größen und 
auch die übrigen 2 Größen sind unter sich gleich. 

wfc a** 7 *^: dann ist der Coefficient -• 

,4. Sie enthalten (n — 2) -gleiche Größen und 
aswei ungleiche Größen,, wie a n ~" Ä b«cj dann isf\der 
Coefficient ==n.(n — 1). 

5. .Sie einhalten (u —'3) gleiche, und 3 andere, 
wieder unter. sich gleiche Größen, wie a 11 " -1 ^, daön 

ist der Cqefficient = — ^> 



a* 



1 * . 

6. Sh enthalten (n— - 3\ gleiche Größen und nn« 

ter den 3 übrigen sind .a gleich nnd eine verschie- 
den 9 wie V^b^Cj dann ist der Coefficient 

n(n — Ca.— 2) 
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7. 8!« aufhalten 0»— '?) «Wehe Gröfsen und die 
übrigen sind verschiedet, wiea^'bed; der Coefficient 

Und 80 könnte man alle Falle durchgehen. ,, 

99. Dafs die vorkommenden Produkte aas de« 
einzelnen Gliedern ttas Polynoms nicht* anders sirid, 
als die sarontflichen Combioationen zu a , die sich mit 
Wiederholung aus de« gegebnen Grofsen bilden las« 
senj die in den Gliedern des. Polynoms vorkommen, 
läfat sich so übersehen« In der ersten Potenz, wo 
diese Größen einzeln» nicht zu Produkten verbunden, 
vorkommen, erhellt -es von selbst; aber indem nun bei 
Bildung der zweiten Potenz, a mit allen , b mit al- 
len ü. d. w. verbunden wird: sq fcrhalt frian ja alle 
au« diesen Grofsen möglichen Combinationen zu zf 
als Produkte, und jedes derselben zugleich in allen 
Permdtationsförmenu Wird mit jedem dieser Pro« 
dtkkte a, mit jeden? h,« u. s. w. verbunden, so, erhält 
man Produkte, die alle Combinationen zu 3 in allen 
ihren Parmutationsforihen darstellen. Und so läTst 
sich fprtschliefoen, ganz wie in §. 59 folg. , 

t ,100. Bemerkung. Wenn ein zu höhern Poten« 
zen zu erhebendes Polynomiutn vorkömmt, jw> ist ea 
selten der Fall > dafs die Glieder desselben ganz unab» 
hängig von einander da stehen, wie wir eben annahm 
meu; hingegen sind sie fast immer, nach Potenzen ei- 
ner Haupfgräfsc geordnet/ Obgleich nun hier diesel- 
ben Regeln für die Potenz 7 Erhebung gellen: so er- 
gibt sich doch in der Entwicklung eine größere Be« 
quemlichKeit. Wh' können nämlich" dann mit Leich- . 
tigkeit flie säuiintlichcn Glieder augeben, die m der 
entwickelten Potenz gleiche Potenzen der Hauptgröfse 
enthalten« ' )* 

Soll z, B. (a + bx+cx a +dx'+) n gesucht werden, 
so fragen .wir nach den Gliedert), in welchen die erste, 
a weite und jede folgende Potenz von. x vorkömmt. 
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K 

' 101. Obgleich ntm das nach den Potenzen von 
. x geordnete Polynomium aaf mehrfaltige Weis* 
verschieden seyn kann: so lassen sich doch alle die 
Fälle« wo die Potenzen Ton x 90 auf einander £bl~ 
geu^ dafs die Exponenten eine arithmetische Progres- 
sion bilde?, alle auf den einzigen zurückführen, da 
das Polyuomiura die .Form a.+bx+cx 4-dx +ex* 
+ etc. hat. , Allerdings könnte das PoLynomiuqij, 
wenn es auch die auf einander folgenden «aazen Pb* 
tenzen von. X enthält, doch, mit einer andern. Potenz 
anfangeu , wie Ax« + Bx«* 1 + Cx« 4 * + Dx« +3 + etc.;. 
aber dann kann ja man dafür setzen : x" (A +Bx+Cx a + 
Dx f + etc.} und es so auf das vwige zurückfuh- 
ren, ; -Eben das kennte geschehen , wenn die Expo- . 
nenten von x nicht um 1 verschieden \yüfrn, aber 
doch eine gewöbhliphe arithmetische Progression bil- % 
dete*, wie Ax* + ßx*V + Cx« 4 ^ + Cx*+*ß + etc.» 
welches '*± x (A + BxP + Cx*f + IJxV + etc. ist , und 
wetih man x? =*= z setzt, in der Form x a (A + Bz+ 
Cz* + Dz 1 + etc.) leichter zu einer Potenz erhö- 
hen wird. Alle diese falle x sind daher in dem -ein*n 
enthalten,, da das. Polyneirtiuni nach den Potenzen 
von x so fortgeht, dafs alle ganzen Zahlen als .Ex- 
ponenten vorkommen, und ein vpn x unabhängiges 
Glied vorhanden ist 

10a. Aufgabe. Ein nach den Poterizen yon 
x geordnetes Polynomium, '»worin die ganzen 
Potenzen von x nach der Ordnung vorkommen, zur 
ri 1 * 11 Potenz zu erheben, d-i. anzugeben, wie jedes 
Glied* worin eine bestimmte Potenz von x vor-i 
konimt, gebildet wird.' > 

Anflösung. Es sey a + bx+ cx*+dx f +ex 4 + 
fx* + gt* + N bx* + etc. das zur n tek Potenz zu er- 
hebende Polynomium;' dann findet man die Glieder ' 
nach der Ordnung auf folgende Weisp. 

1. Das Glied, welches gar kein x enthalt; kann 
Aus keinen andern Gliedern, als aus den von x uit- 
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abliängigcn gebildet werden : es * wird also hier a ? 
11 Mal als Factor gesetzt, oder es ist =t=a I> , 

* 2J Das Glied, worin die erste Potenz votn x vor- 
Je Onanien soll, läßt sich nicht anders * bilden , als in- 
dem man da$ Glied bx, als Factor f setzt, alle (n — pr) 
übrigen Factören" aber aus dein vpn x unabhängigen 
Gliede hernimmt, oder,' da ein Platz mit bx besetzt 
ist, alle übrigen (n — ^1) Plätze mit a besetzt." Diese 
n Grötsen, unter welchen (n-r- 1 ) gleiche sind, las- 
sen sich n l "Mal pertnutirefp, also i$t dieses Glied voll- 
ständig =n.a n ^ I bx. * - -\ 

3. Um x 2 ^us den Gliedern unserer gegebnen 
Gröfse zu erhalten, kann .man «ntweäef ex* nehmen 
jmd alle* (n— 1) übrigen Plätze mit a besetzeri^V^ 
dann n die Permutationszahl ist; oder man kann bx 
zweimal als Factor setzeq, und die übrigen ,(u-r- 2) 
Plätze mit a besetzen, und dann sind -(»— *a) gleiche 

und zwei wiederum gleiche Gräften, die — * ■ T ' ^ 

"Permutationen erlauben. Dieses Glied ist also 



CX + . 1 " ■ 



iU n ~ 2 b*x* 



4. Da die Zahl 3 aus Zusammensetzung- so ent- 
stehen kann, dafs man entweder 3 selbst, oder J +2 , 
öder i'+.i+'i nimmt,' so kann x* hier entstehet*, 
entweder -indem man den einen Factor dx^in Wel- 
vhem x Vorkömmt,, nimmt, und alle übrigen, (nrr-ri) 
Plätze mit a, besetzt; oder indem man die Glieder 
bx.cx*^als Factoren setzt, alle übrigen (n — 2) Plätze 
abe;* mit a besetzte oder indem man drei Plätze mit 
bx, die übrigen (n— 3) Platte nik a besetzt.' ^Fiigt* 
'man die gehörigen Permutationszahlen bei, so iät 
also dieses Glied s=n.a n ~ r dx , +, n.(rH— i)a a *"*pcx*+ 

"■ '''■ )< ■!■♦ a b'X . *' 
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5. Um irgend «iu«e der folgenden Glieder, zum 
Beispiel das zu finden, welche» x 7 enthält /überlegt 
man, daTs die 7 auf iSfache Weise ($. §9.) al« 
Summe ganzer Zahlen entstehen, ako x* auf eben so 
mannigfaltige Weise ein Produkt ton Potenzen mit 
^ganzen Exponenten scyn kann. Die 7 nämlich ent- 
steht aus' einem Thefle-; . v . i i " 
aus zwei Theifen 1,6; a,5; 3,4 5 
aus drei Theilen i,i,5; 1,2,45 1,3,3; »>a>3 * 
aus vier *T heilen 1,1,1,4; 1,1,3,3; 1,2,2,2; \ \ .., ^ r 
aas fünf Theilen 1,1, 1,1, 3; 1,1,1,2,2; 
aua sechs Theilen 1,1,1,1,1,2; •• 

aus sieben Theilen 1,1,1,1,1,1. ••-•..-■ * r ^ v 

' Ufa nämlich das Glied . hx 7 sehen selbst die 7 tÄ 
Potenz bringt, ap müssen alle (u—^O übrigen Plätze 
mit a besetzt werden , und n ist dann der Coeffibient* 
Ferner geben die Produkte bx.gx*; cx*.fx r ; dx'.ex 4 ; 
die 7 ta Potenz, und da nun zwei Plätze besetzt sindj 
sa kömmt noch a"" 2 zu Besetzung der (n-*— 2) nbri* 
gen Platze vor. Diese Produkte bekommen den Coef« 
ficienten n.(u— 1),, weil aufser den (n — 2) gleichen 
Größen, 2 ungleiche vorkommen» Den ZÜsantmett* 
Setzungen aus drei entsprechen die Produkte hx.bx.fx'} 
bx.cx**ex 4 ; bx.dx'.dx*; cx a .cx*.dx*; denen nua 
a"*** zu Besetzung der ( n— 3) noch offenen Platze, 
beigefügt wird; der Coefficient ist «^».(u— -^(n^— -a)* 
bei cjen Gliedern die aufser a*""* drei ungleiche Fä- 

, - - n.fn — i) (n— ra) ': ' 

ctoren enthalten, aber === — 7 — ~ r — bei denen« 

1.2 

wo derselbe Factor zwei Mal vorkömmt Auf gleiche 
Weise findet man alle übrigen, und das ganze Glied 
isfr Folgendes: na 11 "" 1 . hxV 

+n,(n— O.a^x^g+cf+del 
^(n^OCn^a 11 'xV —- +bce+— + — > 
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Ginge der Exponent von x 1131 ifcnr verlangten 
Gliede über n hinaus: so würden manche Theile die« 
«es Gliedes' gar kein a enthalten, und mae könnte 
auch nur diejenigen Zerlegungen des Ekpoöenten ge- 
brauchen, die nicht ans mehr als n Thetten bestehen;' 
Man würde inde&, wenn man mit den Zerlegungen 
weiter ginge , schon durch die Formel selbst surecht 
gewiesen werden f indem die 'Wegfallenden Glieder den 
Factor Nnll erhielten. -*.••." 

War» a. B. in unsrer eben geführten Rechnung 
n = 4 oder öor die vierte Potenz zu suchen, so 
könnte mala in dem Gliede/ welches x 7 enthalt, dm 
Zerlegungen der 7 in mehr als vier Theile picht ge- 
brauchen; sie" 'haben v audr alle den Tactor (n-— 4) 
der- jetzt «o ist, 'und falten also von selbst weg;* 
das Glied dagegen , worin a n ~* vorkam , ist jetzt das« 
jenige, was gar kein a enthalt, indem schon alle vier* 
Plätze mit andern Gröfsen besetzt sind, und a p ="i 
wird v 

7 10 3. Um diese Regeln nun .püch auf weniger 

leichte Falle anzuwenden, setze ich einige -Beispiele 

her« ' ' 

1. Es sei ^ax»+bx*+W+dx«+ex«7 
die Potenz eines mit der zehnten Potenz sich endigen- 
den PolynoftS; au suchen. Jch setze dafür . . 

v ic 10 .(a+bx*rf cjr*-f.d*«+e*«y ' ■ . 
*nd &hU waa djie erste» <2£ptar 
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ssx* f V 4 5**bx* + 5«* ex* + MB. 

6.4 

m «in höheres Glied, t. B. du m finden, wo in dein 
eingeschlossenen-Factor **° vorkömmt, muls man zwar 
wieder die Zerlegungen der uq> aber nur in solchen Zahr- 
len suehen, die in der Reihe ab Exponenten von xlvor* 
kämmen* , Da rinn da» höchste Glied x* ist, so kann 
man weder ao als unzusamtuengesetste Zahl, noch ir* * , 
gend eine Zerlegung in *wei Theile, deren einer ja, alle^ *** . 
mal mehr als 10 Betragen Wurden*, gebrauchen^ Von 
den Zerlegungen der ao in drei Theile ist nur 

, 4,8,8 Und 6,6,8 
Ider 4u gebrauchen. Von den Zerlegungen in vier Theile ' 
sind, nur funfe zu gebrauchen; denn wenn man alle Zu- 
aammenaetzungen der so aus vier geraden Zahlen sucht, 
(^reil keine« ungerade Potenzen von x vorkommen), so 
•lud die hier eingeklammerten unbrauchbar 

(a,a,a, * 4 ; ^a>*> l » J *>*fi>*°) - 

a,a,$,8j (a,M,io); 2,4,6,8-, , 

' ^,6,6,6 ; 4,4,4>8 j 4,4,6,6. 

Endlich von den Zerlegungen in fünf Theile sind »atr, "'■ 
fünf zu gebrauchen, wie die Darstellung aller zeigt! 

(9,9,%3,ia-, ä,a^A*<0; 0,2,2,6,8; 2,3,4*4»* • *>*>*fifii 

, a,4,4,4,6 J 4,4,4,4>4. ^ 

Das Glied, welches x* 6 enthalt, ist also 

Ä5.4J-aW°f— +£Sl+5.4.S,a.a^>{ ££-+*<*• , 

*-i.a ' ivu ^ - Ci.a.*.a 

bd» c»e c»d» T . 

"*" i.a.3"*" 1.2.3 + i.a.1.2.» - 

1.2.3.4.5 J» 

• - 

- . Wenn Anfänger es leichter finden, die Zusammen- v 
Setzungen aus allen niedrigem Zahlen zu suchen, so dalf 
hier ». B. Tiicht die ungeraden aufgeschlossen werden, So 
erhielte man das dadurch, daft man hier x*sss setzte^ • 

2. Es sei a+^+« J 4^+« J ++) 

Fa.- . , 
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au anchen: ao setzt man lieber x*=* 
Und sucbjt nun (a+ba + cz*+ etc.)»l x , 

Es sei fa+bx*+cx«+dx tt 4^x l6 +fi^+fl^*4'«tc.)^ 
zu bestimmen. Will man hier irgend -ein Glied haben, 
äo erhellt zuerst, dafi nur die Potenzen von-x vorkdni-» 
' inen, deren Exponenten durch 4?theilbar sind, und daJ 
Glied, welches x 1 * enthalt, würde, nun durch die Zerle- 
gung der i$ in -alle, durch 4 theflhare Zahlen bestimmt, 
Welche sind: i6$ 4, 12; 8,8$ '4,fy8 $ 4^4,4,4$ das gesucht*»' 
Glied also ist; . 
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caoj 10***4-1 0.9 jA I bd + — j + 1*9*8 aV-~ 

Das Glied mit x** Wurde 

äx* 4 «f ioa 9 .£ + 10.94« r bf + et + — 1 

+ io.9.8.a^ [^4.bcd+ ^1 ' 

+ 10.9.8.7. a ff J -t— s + — 1 

P h*e 1 

+ io <9 .8. 7 .6.**| i: _j ^ . 
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2nr 9t** Polens zu erheben:. so ist dieses 
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, 1 3 T"3 " 3.1 t 
; t. 1.2.3.4'J 

t— x to Fg— +9.8J ? — +-•- J4-Q.8.7 v» ■■ V 

, i.35'35.,. />._, 533331. . 

; .+f 8 ^ 6 -7^3'+?^^. J Tt3^j ; 

;■ L i3 .** • \ 3 -i i T 5^ jT j . z/ v 

(1 11 "" I 'l^ T X 

3 7 5> « , i * i , :- 5 6 5 1 

(i - 'i Y, i i 'i- i * i v ' 
3 3 '7* r t '3 3> 5 .5 ) . 
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10 4» Diese leicht zo übersehenden Regeln • reichen 
in itf$t allein Falten ■ aus. Sehr selten mag es vorkom- 
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inen, dal* die Potenzen der HauptgröTse nicht in der 
Ordnung einer gewöhnlichen arithmetischen Progre»» 
iioli fortgehdö , und nur das« Fälle bedürfen noch ei» 
aar Erörterung , die ich, da sie reiten gebraucht rfird, - 

Icnra fa«** " ~ - ^ 

io5. Aufgabe, Ca sei da« Polynomium (ax* 
4>b^+c:tf+dx$) zur n*** Polen* zu erheben, mm 
verlangt die Regeln zu Bestimmung irgend eines die* 
des, z. B. dessen, worin x tt vorkömnit* 

Aüfloeaug* i. IJan sucht alle verschiedenen 
% iusammeosetzuugen- aus den Zahlen er, fl } y, d, welche 
zugleich u als Summe geben , und aus n Theilen zu« 
apmmengesetzt sind. ... Müßte man nämlich jH*+qß 
+if+s^) nebpien tun *=u fen erhalten urid wäre zn» 
gleiqh p+q+r+a»=in v so w&tn p, q^ r, s brauch« 
bare Werthe, utia ein Glied, worin x* vorkoenrnt zu 
bilden , und >lle solche brauchbaten Werthe «iksea 
bestimmt werden. 

. t 

«: • %. Man macht nun ein Produtt , worin! ax Ä zur 
p** Polen*, 1ix/**züx «j twl Potenz, ex? zur r* Po- 
tenz . dx* zur *** Potenz vorkam mL Und dies' thni 
man für alle branchbaren Wertbe von p, q, r, a. 

- ' 4. Dem so gefundenen Gliede, das aus n Grö- 
ßen zusammen gefugt ist, unter deben p gleiche 
e=ax% q gleiche =bx£, r gleiche «b*xT, s gleiche 
d** sfnd, fpgt man die Permtitatiooszahl 



i . 7 . 5 . A- 5 . 6 . • ii ■ 

i . 2. 3..*.p. 1 9 a».-.cj. i • 3«#«~,r~« i •?»•••&• 

"eis CoefBcienten bei 

.'•.^^. ... > 

* . * . ' ' «• ' ** 

' Nach ganz ähnlichen Regeln würde man ver- 
fahren, wenn man statt untres Tetranoms eine vleU 
theiligere Gröfse hätte, ' . 

Beispiel; Es ser (ax^+bx^+cx^+d^.+ ex«) rar 
t^ten Potenz zu erheben, man sucht da* Ghed^ worin 

%**> vorkömmt. - - - 



Ar Sintmische and fölyHomiwhe J^rstäi u, &4 w. %f 

., Hier mufs p+q+r+»^ts=r xa,' und zugleich 5p + 79 
- +ior+i484-i^t=r90 sein/ . Wenn man fiter, alle Falle ' 
dart teilte, die der ersten Gleichung entsprechen, und da- 
neben letzte, was 5p4-7 ? q+'iw+*4s-|-i5tc=y ergibt^'., 
so wurde allerdings erhellen ^Welche * Wortke man, ge- 
brauchen kann; aber die« Verfahren wäre sehr weithin* 
fig und läftt sich sehr abkürzen. Ans der leisten Olei» . 
^hung erhellt, dafs um unser Glied zu finden t nie gr8«» 
fser als 6 werden kann r da 6>i5;=S90 ist; jri>er war« 
tts?6 v .ao müftten die .übrigen vier Groben auch noch 6 
ausmachen, und dadurch wur^de der Werth der »weiten • 
Gleichung fiel. 2u groß. Selbst tz=;4 ist unbrauchbar,/ 
dehnf dann mülsten p + q+r^-*— 8 aeyn, und selbst 
wenn man das nimmt, was in der «weiten Gleichung 
am wenigsten gibt, p£r8, so wurde bf^iStz^zioo» y 
sdso kann t nicht gmfser ab 3 seyn> und der. einzige - 
Werth der übrigen GrÖ&enj ..der< dabei brauchbar ist, ^ . 
wird prrro,, ipro,, r«o, r tssso, tt^S* wodurch 
5p+ ^t— 90 winL - - t 

For t=5 niufo p-f-q-f r-f töiev y ' 

5p+ 7 q+ior+i^=rSe> ■■•'.;. 

seyn. Es erhellt leicht, dafe s höchstens m se0rn kauft* 
. da aber dann für. p=$, die letzte Gleichung 09, fsW 
^ p==8, q=i die letale Gleichung 6* iibt^ und.ajle a*» 
<fern Voraussetzungen* mehr geben, wurden, so" kanp e 
nichts*, anders als sfaö seyn; wenn t=ra istv In diesen . 
Fallen muTs aJsQ p+q+ri^r io und 5p4-?$-jt,iQrkse)f> 
seyn, und es kann t nicht über a seyn; denn rrr3 for- ' 
äerte Wenigstens p=r 7 ,* wodurch 65 statt 60 iferauska)ne # 
Mit t=;a, »rio, rr=^ r kann zusammen gehorch 3=^:8, 
p=5, die» gibt aber, 5p+7$+*oir:2c6€ statt 60, wU 
q kann nicht X seyn* q:=£3, p=6 gibt 64; also q kann 
nicht a seyn, q=i-, p=:7 gibt 6ä; *]so g känip nicht 
i^seyn^ q=o, pcisB gibt 60, also nur" das letzte ist 
feauchbir; äas'ist mit 'ts=9', sscO,'rÄ^.k^nh einzig 
qqbö, p = 8. zusanVnen gehören. % 

Wenn.' man so äusschliefsend nur die Werthe berech- . 
*et, die der ersten'Gleichung genau und der letzten nahe ^ v 
entsprechen, fco ergibt sich folgende Übersicht der bei» . 
nahe zutreffenden Werthe^ Junter denen diejenigen difc 
wirklich brauchbaren sind, wo v genmj r=rgo ist. 
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Der biMiMBcK&imdpyf^rniithe L w. 4$ 

* i f i 

Wenn vir also die Permntationszahlen nach den be» 
kannten Regeln beifügen, so ist da? Verlangte Glied 



/" 



cst«>f.66.b?°t 



b ,0 c*+a77ao.a*b'c* j t9a4a'c 6 +594oafb»cd 

...... * 

+ iio88o,a*b*c*d+ tMeoa^b^+aS;^«^«^* 

» - • t 

+ i3aab xo e^£3i6b.a>b 5 c ft e-^3g6oa^p4 e 

+ i 10880 a*b*cde +5g4Ö ä^bd** + i663*. aVe^ ■• 

V 

' So erhellt wenigstens ,' wie* man jedes t Glied finden 
kaim, wenn gleich die Schwierigkeiten bei diesem Jjtiie 
viel gröfser sind. aU bei den vorigen Fällen. 

iö6. Anmerkung» £a wäre hier nun wohl der OrL 
um etwas von den Bezeichnungen zu sagen* deren, Hi n- 
denbur^ und andre Mathematiker sich bei der Entwik-v 
ketung der Potenzen eines Polynom* bedient haben. Abef 
da die Schriftsteller so wenig gleichförmig hierin sind* 
und keine Bezeichnung sieh bis jetzt .einen solchen Bei* 
feil erworben hat, daß* man sie als wirklich allgemein 
angenommen ansehen konnte : so trage ieh Bedenken hier 
mich umständlich darauf einzulassen. Minden bürg' s 
Bezeichnung findet rtan in dem von ihm herausgegebe- 
nen Werke: der polynomische Lehrsatz, das wichtigst^ 
Theorem der ganzen Analysis (Leipzig 1796}, wo er 
S. aia. und an andern Stellen umständlich hiebei ver* 
weilt, / 

Am angemessensten scheinen mir indefs die von 
Tbl baut (Grundrift der Allgem. Arithmetik, iterTbeil. 
G'Qtting 1809O gebauchten Bezeichnungen» von denen ich 
folgendes bemerken wflL 

Öie Binomial - Coefficienten der n#a Potenz bezeich* 

not er mit *&, ■$, n jj& u. > w M wo die oben gerade - f 
«her stehende Zahl anzeigt, zu welcher Potenz des zwei* 
ten Gliedes (des, x), der Coefficient gehört. Hiernach ia* ) 

+*»a-^x'+etc, 

«na es »t •S5=n; »3J— «-» - ■ '■ ■ » 
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ao turnt* Jbthtihmg. .. &eaim- Jbukniit. - 

. . . ' * v * 

i , a . .. 3 • . .» . r 

Er bezeichnet ferner mit r ,C alle Ck>mbinatidnsfor.- 
«IM, die sich, aus m GröJseu so baden lassen» da£s die 
fmnyne ihrer Zeiger =r werde« ' Nehme ich najmlich ndi+ 
beigefugten Potenzen, yoo_x sogleich als Zeiger f so laa» 
•en sich aus der Reihe von Größen ' ,\ ... 

, a+bx+ex^4-dx* + ex 4 +fe^ ^ 

Kombinationen der 7t«! Cl&sse (das. heilst, in denen die 
Zahl der Gröfsen = 7 ist,) zur Summe. 5, folgende bil- 
den: ä^.fyVbe-, a*cdj a*b*d; a*bc*j »Vc; a% J ; die sieh 
«us den ZerfaUtu?gen dejr S in Theile leicht finden lassen« 

Alle diese Forme» sind also gemeint, wenn, min 5 C 
schreibt Setzt man , diesem Zeichen noch ein p -vor, 

nämlich p*C, so heilst das, jede der angeführten Com« 
bmadonsforman soll mit der Anzahl ihrer PermutationeA 
***töplicirt r und so die« Summe' aller genommen werden» 
60 ist also (a+bx+ / csc»+.dx» + etc.) m 

■ » • * * 

m Wft ws 1 

s=a»+^Cx+,»>?C^*f 

Sei den hier vorzutragenden -Ünteirsttehitagen Wer** 
den wir fast gan« ohne kluistliche Zeichen ausreichen, 
und es mag daher hier, dieses genügen. 

107. Bemerkung. Man konnte hier noch Anleitung < 
fordern, wie aus einen* Glied* 'der* entwickelten Potenz 
des, Polynom* sich 'das folgende finden Hefte, und mehr 
ahnliche Aufgaben aufstellen. 1J i n d e n b u r g in dein* oben 
schon erwähnten Buche , und Kramp (erjthmetique uni- 
verselle. Cologne i8p8.) geben dergleichen Probleme mit 
ihren Auflösungen, aber es scheint mir für den Anfänger am 
ratbsamsten , mit Beiseitsetzung aller weitläufigem Rech- 
nungen, nur erst. die. Hauptsache ins Auge zu fassen; da« 
„her entschuldige ich mich, nickt darüber, dajfs hier nicht 
alles allenfalls Brauchbare vorkömmt. ' * " 

Nur" folgender Satz, der die Summa der Binomial- 
Cdefficienten beträft* verdient hier noch einen Platz* da 
Tfir seiner nachher bedürfen. .. x , N 

108. Lehrsatz. Alle BinoroiaUCofcfficientein der 
n t«n Poten«) wann man die, 1 als Coefficienten de* 
ir^Poteüz des; ersten- und der n*" Potenz des zweites 
Gliedes mit dazu rechnet , geben *nr Summe **• 



Beweis. Da (»+x) a « S «"+n.a , »- , x+ 



. a . 

..+*> ai"* 7 * +x m : eo wird, wann man a«**«**, 

«at**> , • . ' • . ' *. 

• i ***("— , n.(a— 0(n— a) ^ . ■ : • 
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•...n.(n-*-*).(n — a)«.*0»— {r — i)) 
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109. Da die«© Rtih« tut fewet vgans gletehea 
Hil ton. besteht, in tjenen es für n gleich einer gtra« 
dtu Zahl eia mittleres Glied, welches nur eirtma] vor- 
kömmt, für n gleich einer ungeraden Zahl lauter 
gleiche Paare rom Gliedern gibt; so ist auch, wen« 
man die R«ba in der . Mitte abbricht 
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eia gettrie» tr, flder / , . 

. rfo-r»)(n-a)....(i(o— »)+»)*.' /• 
T *.*- . 5 .... iG»-^) ^ D 

" ' •' .'■ ia.li . xa.ii. 10- -i g.n-.iö'.g r- - \ 
a »ciHM>+ >; 3 + , 3 . 3 + i.a.3.4 . ; 

des latote Glied das ni*r einmal vorkommende Mittel- 
" &*i ist; ^»ao*r»i i +«>^+ v aao + *»* 

+ 79*+^ 
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Es sei n = i3, so nt * 

i3. 12. ii. ltf.g \'i3. la.ii.iö. 9-8 

+-: — '* ' a — et' -. • . 



1.2.3.4.5 .1 i a,. 3: . 4. 6 . ff . 
3»ss4o96c= i + 13 -f 76 + 2*6+ 716 + 1287+ 171& 
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Dritter Abschnitt 

• . 1 ■. • < 

••' ■ ■ ' » 

Von der Gültigkeit des' binomischen JjMrsatu* für ne* 
gativt und geblichene Exponenten. 

• M ' • » 

'' ' I 

i 1 o.' Bemerkung. . ' Untre ' bisherigen Entwicke- 
lüngen und Beweis* gehea offenbar nur, wenn /der 
Exponent der Potenz,, zu welcher das Binom oder 
Potypom erhöben werden sollen, eine positive*, g'amte 
Zahl ist Alles Ifrh&igejst auf das IVfultipUcirW der 
Gröfsen in einander gegründet, and die Regel, jedem 
Glied© <} ie Anzahl: der, aijs den^n vorkommenden 
Xitöfsea möglichen Permutationen als Coefficienten 
vorzusetzen, fordert unstreitig, daß n' weder oin, 
Bruch, noch auch negativ sey. 

Wenn n negativ ist, das Beirat, wenn man 
durch fortgesetzte Division auf einen AusBruck wie 

gotonrattn i»t; ääwr weoa n ein poatirer oder ueg«- 
uver jsrucn 5=5 ■*—-.' ist, das heilig wenn man dnreb 

Zerlegung der Große <a + x) p § in eine Anzahl von q 

. . - ., ..... . p 

gleichen* Factoren zu der q* c * ;W;onwt^=p(a +'x) q 
gekommen ist: so läßt sich von Permut^üpiten nicht 
mehr reden fug eine Anzahl jrop Gröfsen, die jetzt ne» 
gativ oder gebrochen müßte angenommen werden; 



» »< 



Fon & Gäktfkii de* binomischer* Leh^ g3 



ii 



k l IIJ. Dennoch gilt der btnoqjiische Lehrsatz auch 

. liier, und dieses lafst sieb für «kleine Fälle leicht 

nachweisen. 

... * • , 

I ... •. ' ■. . ■» 

IWnn-~:=(il+x}~* gäbe; wenn matt n«— i iä 
a+x 

dem Ausdruck 

aetzt, a^--a~*x+a~ , x*--a^ 4 x , + i -* etc. und etat 



das gibt die Division für 



i 



+ • • » 

x 

Die im binomischen Lehrsatz ausgedruckte Foru 
jnel gilt also fiir n== — 1> und wir brauchten. nur 
su zeigen, dafs sie l\ir die — (n+i) te Potenz gilt, 
wenn sie für <lie ~ n te galt, um einen allgemeinen 
Beweis der Gültigkeit dieses Lehrsatzes für negative 
ganze Exponenten 19 haben» 

119. Der binomische Lehrsatz für Po« 
lenzen, deren Exponent eine negative gau# 
se Zähl ist. Auch in diesem Falle ist * \ 

1 • 2 .♦ 3 

Beweis. Wir wollen annehmen, die Entwicke« 
lang ; sei ' richtig für «*-n und nun zeigen, daß sie 
dann rioth wendig richtig ist fiir ( — n— i) als Expo« 
neuten. . 

Bekanntlich erhält man (a+x)'^ 114 ^; wenn man 
(a + x)~ n mit (a+x) dividirt. Drucken wir als* 
Ca+x)-" {n * , > durch die unbestimmte Reihe 

A+Bx+Cx m +Dx f +....Rx*+Sx r " l ' I +..„ 
ans, so muß, da wir für (a+x)""" a die Eutwirkelang 
nach dem binomischen Lehrsätze als richtig abnehmen, 
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»4 ' Zum* Jbtimkm?. IMktt JbtSmiit 



a^+») ± * +<)t% 



■p- 



Ä+X 



> 



>*»• 
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mja. Hier«* folgt, wwu man die sause Gluchnn* 
»*l C«+x) maltiplicirt: ' '\ 

+ • • • • . T i 1 1 ii ii n '« i f ■ n A- IW») •>* '„ 

. 1 • 3 • ; «9 • . • ~. t ' > . 

* • 

— * i. a ; . ....... r . (r+i> * 

+etc. ' . » 

s=Aa, +Ba* +Cax* +Dax* +...„ 
;. +Ax + Bx* +(V +.... 

*o das Glied, welch«* X*** entlSlt, oder das allge. : 
meine Glied ans zwei Theilen besteht, nämlicH *+* 
$.x w multipliciri mit a und aus ftx* muttiplieirt 

mit v *. n < ' ' * • --\ • ; 

f Die Glieder vor dem Gleichheitszeichen habe« 
+, Wenn 5t za v einer geradep Potenz erhoben oder 
der Exponent eine gerade Zahl ist, dagegen — weün 
de* Exponent eine ungerade, Zahl ist. 

Da diese Ausdrücke (so wie §. a5.) Glted fd* 
GlieÄ einander gleich seyn müssen, so erhält njo Ä 
Gleichungen genug, um alle unbestimmten Coeffi* 
cienten A, B. u. s. w. za finden. Es wird nämlicb 
A«=Äa~°;. , . - ' 

Ba+A==— n.V"^; v 
B-* — a^ a ^j(d+ifc 






und in dem allgemeinen Gliede, der Coefficieut, der 



au x 



r+i 



» . » « 



. . . R — n.(n+0(a+9).i ^(n-fi , )» aa+ * 4 * ) 

a . l . a „ "3.. • • • (r+i) a * 

< i* ■• • • 

Hier Erhellt , daß dife ersten Coelficienten gara a» 
ausfallen*, wie sie für die — (n+i) te Potep* nach 
dem binomischen Lehrsatz ' auffallen sollten. Gilt also 
dieses GesitfjB auch noch fiir.R, ab den zu x* gehör!« 
gen. Cocf&ctpateo, der — (n+i) twl % Pot«n« > so üt 

_ "■ ,; (..-fi)c n +a):...<(n+i)+cr— oy?, a+14n 



• • • •' 



r 



iind dieses ist» positiv, wenn r eine gerade Zahl, n#» 
gativ wenn r eine ungerade Zahl ist. 

Dj* nun •• 

Zz=m R ^ n Cn+i):-, >(nH-r) a^ 1 ^^ . 
' a i . a . . • . (r+ *} a 

aeyn soll, so ist 

fl ^ T (n+Q(n+ a )....( n +rX n .j^,^ 
i . a .»«••, r (r+i T S .„ x 



■ ^ (n+iXn+Q.^fa^rX n ^i+r) ^„.^ 
i .*••.♦, r(PrO 

das heifct, anch der Codficient von x* 4 * wird in der 
««— - (n+i) ten Potenz dem Gesetze des binomischen Lehr» 
eataes gemäß, w^np der Coefficwsnt von x* 4a war» 
und dieses Gesetz fdr alle Coe$cienten der '*— n im 
Potenz galt. 

, Qa wir onn gesehen haben, daft dieses Gewt* 
* für die bei x> x s , x* stellenden Coefficienlen immer 
gilt, und dals es fdr alle Codficienten der — *** 
Fotena «richtig war, so ist es allgemein richtig. 



* • 



gfi &tmt* Abtbeihtnf. DrüUr Jbtehnkt. 

li3. Dk, Potenz- (a+x)""* 11 ^ raufs also werden 

t • a ;* 

**— ' ■ " '■ a v 'xjm.» /. 

i . • . • ■ •••■,■. 

,. 1.3 . ... (l+l) — . 

Und hier, so wie in allen Ent Wickelungen der nega^ 
tiven Potenzen Ton (a+x) wechseln die deichen, in- 
dem sie tiegativ* Werden , wenn die Anzahl der nega- 
tiven Coefficieuten ,— r n> * — li^— i u. ^ w. ungerade 
ißt, positiv , Wenn diese Anzahl gerade ist. 

Beispiel. (a+^ist==ä^^6a^ x +^~«x*^^a^^ 

\ 6.7.8.9 



1,2.3.4 



3*1034 — etc. 



(a~x)-^ut r=a-?+2a-5x+3. A^x^^a-fjrf 
'„ +5a-*x4+6a-^x' + etc. 

11 4. Bemerkung. Wenn wir einen Ausdruck, 
(a+x) in ?^vei gleiche Fee toten zerlegen, oder die 
aweite Wuttsel Bachen seHen : so sind wir schon durch 
Betrachtungen, die in den Elementen der Arith* 
roeiik vorkommen, darauf vorbereitet , es reicht auf« 
fallend zu finden, wenn diese Wurzel sich nicht int 
endlichen Ausdrücken darstellen läfist« wenn sie. nach 
dm Potenzen von x /entwickelt, eine nie abbrechende 
Reihe bildet« Wir werden an einen solchen Aus- 
druck , den wir« nie ganz entwickeln können, also nur 
die Forderung machen können, dafs er mit sich, selbst 
muUiplicirt uns da* Ä+x so genau nichtig gebe* data' 
ajtae Abweichung' davon allenfalls erst in den Gliedern 
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Von d. Gvitigkmi des binomischen Lehrsatzes u. *< w. 97 

merklich werde, die üW die noch mit in die Rech« 
n.uog gezogenen Potenzen von x hinaus liegen v 

Wenn wir also finden« dafs . ~ 

, ■ ■■*•.■ 

% 8 JO \% 



mit sich selfcst multiplicirt gibt 

-. 2 8 16 ia8 



V 



■^ ^r- a" V -* ~ •"*** + ^- a"V— ' 

— e V + -— -a 5 x 4 — - 
16 3a 

> ia8 

e folgende Glieder, sich auf- 
heben, so werden wir jeneli Ausdruck wenigstens in 
seinen ersten Gliedern all die richtige zweite Wurzel 
yon 3t ansehen* . . ', 

- Dieter Ausdrück a*+— ^-a^x ~a~*x*+etc. 

a. o 

ist nach dem binomischen Lehrsatz so entwickelt, dafs 



1 



2 ° 



gesetzt ist; Wenrt wir also beweisen könnten, 



dafs Jenes Wegfallen der folgenden^ Gliedei* in deth 
Produkte durchaus für alle-folgenden Glieder gelfe, 
SO Wäre bewiesen, dafs die nach dem binomischen Lehr* 

satze entwickelte Reihe auch für n^-^ gükig wäre. 

Wir können die Betrachtung aber sogleich gana all* 
fcemein fassen« 

G 



« t / 
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q$ jEivtiti Abtheilung. Dritter Abschnitt. 
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Lehrsatz. Wenji man eine Reih« M a»a 
+ma m-1 x+^^I-L) a ^a x *4ete, so bildet, vie es 
dec binomische Lehrsatz für die m te Potenz fordert, 



und eine Reihe N=* n +n.a IM x+ 



n.(n — i) n _» 



a 



+ etc. so bildet, wie es der binomische Lehrsatz^ für 
dien*^ 11 Potenz fordert: so gibt das Produkt M*N 
eine Reihe ganz so' gebildet, wie es der binomi- 
sehe Lehrsatz für die (m+n) te Potenz • fordert f es 
mögen in und n welche Zahlen man will, bedeuten. 

Beweis., Die wirkliche Multiplikation gibt fol- 
gende Glieder, wo im ersten alle von x unabhängi- 
gen , itö zweiten alle die, welche die erste Potenz von 
x enthalten, im dritten alle die, welche die zweite 
Potenz enthalten, Vereinigt sind, u. s. w. 

L a m+n : 

Ö. (m+*)a m+n - , X ; • " "', ' 

III. i +m.n + -t— Ja ^ . x. J . ^ 

V * • a i . a y 

1XT /m*(m— i).(ra— i) ' m.(m — i).n nui.(n — l) 

IV. L _ — + ' ' x 

V i . a , 3 l i. t a l .-a 

n.(n-i)(n— ah fl+t .,,. 
_ /m.(m — i)(m — Q)(m — 3) m.(m — i)Cro— i).n 

y, [ — : — ■ -f. ^— ^ 

\ i . i .3.4 ,i.2.3 

m.(m— i).n(n — i) m.n>(n — i) (n-^-a) 



•m^^Kmmmmm 



x . a 



x . a . 3 



n.Cn-OCo— a)(n— 3) 



! ) 



m+n— 4 _4 



Von d: Gültigkeit des binomischen Lehrsatzes u.s.<p. dg 

Der regelmäßige Fortgang dieser Glieder Tatst sich 
leicht übersehen, and die folgenden liefsen sjch hier- 
nach leicht bilden.» _ 

.* - . l • ' «* 

Die nach Vorschrift des binomischen J>hrsatzes 

für die (b+n) 1 * Potenz gebildete Reihe wurde die ei- 
sten zwei Glieder genau so, wie sie eben gefunden 
sind , 'haben , N und es würden in ihr die folgenden m> 
aussehen i x / • 

jft. (m+n)(iB+n— Q «+.,-»_ ».' * j 
■l . a ' 

l.a .3 .•'*'''..,'■ 

V fo+rtXm+ti— * )(ni -frn— %) Cm+n-3) m + n ^ l 

V* • *--- - * . ü ^v^t 

C, a • 3 . 4 - * 

und 'so weiten «Es ist also zu zeigen, dafs die obigen 
n$it diesen einerlei sind. - - 

Nähere Betrachtung des dritten Glieder. Dieses 
Glied war , wenn ich die Potenzen voti * und x weg« 

Usse '■■■ \ '■ 

m.(m — 1)~ n.(n — i) 

-ss ■ ' _. f ■■ +m*n+ ■ ■■ 



m.(ru— i) i 

— ■ + — m.n, 

* . 2 2 ' 



t, ... n(n— ii) 
m.n+ 



a i • a 

> in (in + n -=- i ) + - — n (m +ü — i ) 

iCxn-f^Xm+n-^i) 

'■ ' ■ ■ ■■ • 



>» 



v ^ 



. \ 



löo Zweite Abihtihtnsr. Dritter Abechmtt. 

'. i Nähert Betrachtung, des /vierten Gliedes* 

tn(m-*iXo*-3} 



BriterTheil 



1 " l % . 3 



i i 



ZweittrTh.== ■ / ' H~TZ : 

d 1 t 2 ö 1 . 2 

Dritter Tk* ; +| -^~-+|r T ^- 

, '_»..' . .'.•'' n.(n-0.(n-a) 

VierterTh. rt • • ' - Vi'- 



• •* • 



Summirt man hier das unter einander gesetzte! so ist 
das viert^^Hed 

- m.Cmr-i ) (ta+n-a) ^m.n(m+n-a) n.(n- * )(m+n-2) / 

1.2*3 1*2*3 i*a.3 ;, 

. » « • ■» 

oderi ^ 

i * * . ' » • *-. « / 

i. 2 .3 J S 



( m + n — 2) 



1.2.3 



<m(m+n-i—i)4 , n.(m+ü — 1) ? 



(tn + h)(m4- n— i)iö+n i — 2) 
l » a . 3 

Püüftes <?lied. Es Wai* ■/ . ■ ' 

m.(m— - 1 ) (m— a)(in — 3) in.(ui— - 1 ) (m-r-a> 
1.2,3 .4 x 1 . a . 3 



1 

in.(m-— i)ii.(n — t) m.n.(ri— -t)(n— 2) , 
i.a ■». 1 ', ä •' . 1 . a . 3 , 

n.fn— 'i)(n— a)(n— 3) 
T "1 •* a .'" 3 • _4 ... 



\ 1 - . * » 



» > 



-y- . 






P'on d. Öiäligkeiidet$inomUchenIjehrmlze3U.4.w. 101 



» ^ 



-p * V. -i ^ m.(m^\) (m^a) (m — 5) 

Erster Theil TT 1 ■ ' ,, — ; = *-* 

1.2.3.4 

» *. . 

'. -,, m/na-i) (ra-^a).n 3.m(n»--i)(ni--a)n. . 

Zweiter Th.~ , ■ .:». 3. 4 + ^ a .3, V • 

• v 

t 

ra(m— i)(m — 2)(m+n— 3) 
Erster up4 zweiter TW = r— 7"—* -'^ \ • . 

- 3.itj.(m« — Q( m— a).n ^ 
-j.-*-— j 

- . .1; a , 3 • 4 

~ * 

- 3.m(m-*- v i)n.(n-r— i) 
Pie25adepdritteTM*=-7— FT ^~ 

3.m(m — i)n(n— i) 

i >— r~» — *r-i • 

1.2.3,4 



• / 



pie <Jr# i errton yheile= ■ v /V ■ . -^ 

' m.(m— i).n.3(ra+n — 3) 

* T ■ " , r t - !■ 

•' „ ' ,' I. • 2'. 3.4 - 1 

"■ ,.'."• . , 3m(ra— i).n(n — 1) . 

*• 1. 2 . 3 . 4 ' 

, 3.m.n.(n — f) (n-— ?) '.' 

Hiezuder wrteThfcil=~ — - — - v-. , ■ " ■ * » 

\ 1 • 5* • o * *$ • 

■Im ■ « 1 » ' 1 „ 1 ■ } 1 wT '" 

1 l^2\ 3, 4 
also Stimme der, Tier ersten TH\\t: 

m . (Wi) (m-a) (m+n-3) , m.(mr-i).ii.3(m+n--3) 
1 . a . 3 . 4 1 . a . 3 4 

, m . n(o^ i) . 3(m+n— 3) m.n.(n— i)(n— a^ 
j.a.3t4 i.a . a . » : - 



/ , 



«oa. Zweite Abtiieilung* Dritter Abschnitt* 



Hierzu der .fünfte TheH: 
Summe alter fünf Theile 



n . (n — 1 ) (n — a) (n— 5) 



t 



3 . 4 



«*•• 



+ 5 . na .»(&—- i ) +n . (n->- 1) (n— a)J - 

Durch eint ähnliche Zjerfallung ist hier der einge- 
schlossene Theil 



x 



&p*m(m--i)(p>--a) ■/'.', 

+ m.(m — i)n + 2ra.(m — i)n 

'. \ ' +atir.n(n~i>fm.n(n— i) 

• • , +n(ri-- : -i i )(n 

=a(in,+nr-a))m(m — i)+am.n+n(n — *)>» 



a) 



und dieses 



(m-H*~ a) / m (in — i) , 

, y +m.n+iu.u , ■>) 

+ n.(n— i)S 



s=(m + n~a)(m+ii~0(n i + ll )> 

das gati&e fünfte Glied ist also eben das, wa« es in 
der (m + n) teu Potenz seyn würde; die Entwicieluüg 
des yi ten und yil tci * Gliedes stellt die nebenstehende 
Tafel dar, und es erhellt, daft aH<r fcrfgendeu Glieder 
eben so eine einfachere Darstellung erlaubep, -Die 
Zerlegung Jedes einzelnen Theiles nämlich, woraus 
das" Glied begeht, Jäf^t sich immer auf. j*»e ganz 
ähnliche Weise ^u Stande bringen, so dafs der eine 
abgesonderte Theil sich dem vorhergehenden, der an» 
dre dem aus dem folgenden hergenommenen o An* 
schliefst*) 

*) In Thi baut's al|g. Ambra, l. Tb. S. 191. wird diese* aus- 
führlich in Beziehung auf ein , allgemeines Glied gezeigß v Hter 
schien jene, Andeutung mir zureichend» 
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%» Sbtte im. f._Ji6. 
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eO^fr^r»^^) 



•• «* 









'«-*) 
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« - ^ 



v.i 



s 



I 




'4 . S 
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-S>f*G^ 
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*oat. Zweite Abüidlung** Dritttr Jhacknitt. 



Hierzu der .fünfte Tbeil: 

* 
Summe alter fünf Theile 



ii . (n — i ) (n — a) (n— 5) 



■»•• 



+ 5.m.»(ri— i)«fn.(n-^i)(n- — a)J - 
Durch eint ahn)icbe Zjerfallung ist hier der einge? 



schtosseae Theil 

x **m(tn-,)( 
+ m.(m — .i)a 



3) 



+ aio.(m — i)n 
+anr.n(n-T-i ^m.nCn-p-i) 
, +n(n-^,i)(u 



-J?) 



=(]!n i +nr-a))m(m — j)+am 



.n+n(a — r)5; 



■< 



und dieses 



(iri+a^a))m(hi — I) ( . 

, y +m.n+io.D . '■>) 

+ n,(a—OS 



s=(m+n— a)(m+n — i)(m+n); '*; 

das ganze fünfte Glied ist also eben das« was es in , 

der (m + n) tea . Potenz seyn würde; die Entwideluüg ,ta 
des Vl ten und VH tcn Gliedes stellt die nebenstehende ^ 

Tafel: d*r, und es erhellt, daft aHer folgebdeu Glieder "L 

eben so eine einfachere Darstellung erlauben. Die j 

Zerlegung jedes einzelnen Theiles nämlich, woraus ]*"' 

das 4 " Glied begeht, Jäfajjt sich immer auf . JM>e ganz j 

ähnliche Weise zu Stande bringen , so dafs der eine \ 

abgesonderte Theil sich dem vorhergehenden, der an» . 

dre d^ra aus dem folgenden hergenommenen o*t*- ' 

schliefst*) , <2 y*" / 2S 

*) In Thibaut'a aljg. Afitbm. i. Tb. St 191. wird dieses ans- l 

«uhrlich in Beziehung auf em . allgemeines Glied gezeigß ' HSfer \*n*. 
schien Jene, Andeutung mir »«reichend» - 



» /- 



1 

1 



TP* Gl 



•su&z 



%* Sbfte im/ $C£*& 



* * .. 



t*^»K»WP^> 



j- .& 



4r. 



»j,-, 



*t 



. 5 






■ 



/ 



y-^-a)>*' 4.-' ...f- 



. & 



^ + 



.» 



:.: 



• f-1 






^ • 5 ' 



*h»o 




<> 



-» % 



•»• 



*.* 



• * • 



s 



p«t«M**|^MP^i 



. 1 



1 



; a... 3^; : 4.: + a.j,;a Ji4=s5 + -i.a.3.4.5.6 






v 









» - 



a.— , Yn— ä) (a—$) fn— 4) +™ • « (»— (■— a ) C«— 5) ft— 4) 
U* Xn _5)(n-4)} ' ; i 



- { 



1 •* 



- «j 



(■ 



f: 



Jr T 
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'* / ' 
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4* 
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Von d. Gültigkeit des binomischen Lehrsatzes u.s\w. 1 o$ 



•I 



ri6. Aas diesem Satze erhellt nun folgende« 
ganz Uaj? : > 

i. Wenn man eine Reibe, ganz nach Angabe 
des binomischen Lehrsatzes, so entwickelte« wie y es 

(a+x) ft für .n= — — fordert, und diese' Reihe mit .sich 



selbst hraltiplicirt: so kömmt, weil hier n + n=i ist, 
das heraus, Was die Entwickelung von (a + x ) n für 

l n=i geben würde, dds ist (a + x)* Also ist die 
Reihe, welche der binomische Lehrsatz für % (a + x)l 

t gibt, die gichtige zweite Wurzel von (a + x,). 

I ' v - ' * ' ' 

■ <■ % 

. a. Wenn man die Reihe nach dem binomischen 
I Lehrsätze so entwickelt, daß (a+x) 1 ^ für den Werth 

' 1 * . \ % 

n = — — dargestellt werde : so erhält man ans der 

. Mültiplication dieser Reihe in, sich selbst genau d je 
; Reihe, die der binomische Lehrsatz für (a+x)* 11 geben 

* wurde, wenn na == wäre. Und multiplicirt; man 

3 

» 

die letztere Reihe wieder mit der erstem , so bekömmt 
■ nian genau ebejn das, was (a+x) m+n entwickelt gc* 
ben würde v das ist, weil m + n = i ist, man erhält 
(a+x) selbst. Also gibt die Reihe, .welche man nach 
Anleitung des binomischen Lehrsatzes für (a + x)i 
entwickelt,, die wahre dritte Wurzel von (a + x), weil 
jene Reihe dreimal als Factor gesetzt, (a + x) gtyt. 



m 



3. Und so erhellt allgemein, dafs\(a+x) n so 
entwickelt, wie es. der , binomische Lehrsalz fordert, 



m 



wenn der Exponent = — gesetzt wird, in dar That 

die n te Wurzel aus (a+x ) m ist, weil jene Reihe 
n Mal als Factor gesetzt uns. zu der R :ihe führt, 
durch weiche (a+x) ^ ausgedrückt wird. » . 



• \ 



ioi J&veiU Jbtlieilung. Dr^tlet JbtehniU. 

■■■;■•• '•■.*.■ ".•'•■ - 

117. Lehrsatz. Pie Entwicklung nach dem bi- 
nomischen Lehrsätze, daß (a + x) n iss 

*• ? ? 1 * t 3 V 

+ J&e* 
Bejy ist auch <lann noch richtig, wenn p fcjn positi- 
ver pder negativer ßrucb ist. t 

Der Be^ejs für positive ißrüche \&l inj Voriger* 
gründlich entwickelt. Aber aupb für negative Bruch« 
gilt fbep $*s> denn d& die nach pnsertfi Satze für 

(a + x)~n entwickelte Reihe, p Mal als Factor ge- 
setzt, eben das gibt, was die Entwicklung von (4+x)~™ 
gebep würde, die letztere aber #© wahr« Entwicke- 
luog der (-^in) ten Potenz ist: so .ist' auch' jene die 
^ahre Ent wickelung der n ten V^urzel 70a dieser, da? 

le *P*ien*/ . V 

, » ... . . 

• • • . - 

Beispiel : (a-f-x)* sral + < ?*-ar* x — .' «f^x* 



vi 1 . a • J i ; a . 3 j 4 

1 3 , i35 

ta+xY=* ci nrZ -r - r a~*x+— - a-j x* — \ 5 iT* x! 



II 8» Üiese Reihen dienen, um f}ip höfrern 

Wurzeln leicht zu bestimmen. Es sey die 7t? Wurzel 
«iis tioo m finden. Da 27=:. 128 ist: so n^bme ich in 
dem Binom (t + x), a=ja8> x^rya, und* finde 



/. 



Von d> Giilttgleit des binomischen Lehtsat&esu. s, w* i o5 



ir v f / y - ?7 64* 7 7 64. 128^ 



I 6 »3 



T 77773 e^\iaV , 



Diese Reibe ist zwar cbnvergent, das ist, flie föl* 
senden Glieder werden immer kleiner; aber mau kann 
das Abnehmen der Glieder sehr verstärken, wenn man 
*{f a dem wahren Werthe der Wurzel naher oder x klei- 
ner ninimt. Die beiden ersten Glieder der eben mitge*r 
theilten Entwickelang geben zusammen ^200 c= 2,i6.\. g 
also is| 2,1 ein viel näherer Wertlj der Wurzel» Es 
also ' 

> ft:=(2,i)»:±: i8p,io8854i 

also x= 19,89^1459. , 

Paduroh wird also 

(a+x)^=:a7 



1 .-« 



TX ~ 4i' X ** V +343 XU /-** 



+ 



i 6 i3 

"7 7 7 % 



(•4*)**a,i+J ' 7 '7 , , 

(3,1)« ».a.(3,*)^3,i)V».a.3.(a, 1)^2,1)«* 



1 6 i3 20 



t 6 i3 20 27 

7 7 77. 1 7 7. 7 7 7 

1.2.3.4- (2, 1) « (ß,0* x i.?.3.4.5.(a,i)«:(!i,i)*i 

V 

, Pier erhellt leicht, wie jedes folgende Glied durch 
$fultiplication des vorhergehenden in — und $n einen 
neuen Bruch gefunden wird. Man findet so 

^+o,o33i3i87 
* t— 0,00156817., 
. >{- 0,00010721 Y 
— 0,00000846 } sa 2,i3i663it. 

+ P,ooooao^a j 
r-p, 00000006 J 

Jfan hätte sclpn, $uia <len iwei ersten Gliedern scnlife&en 
können, dafs die Wurzel nahe an 2,i3 eeyn müsse, kitte 



.*. 



) 



io6 Zweite Jbtheiiimg. Vierter Abschnitt. 

man daher, sogleich, um eine noch schnellere Annähe- 
rung zu bekommen, die vorige Rechnung verlassen und 

a=r(3<i3)? ; =i98,o,id 277. 864 011 if; 
xc 1,08^ 7" i35, $88 83 

gesetzt; dann würde mit Hülfe weniger Glieder 
C/200 s= a,i3/ 

+ 0,001 667 017 321 
-—0,000 oo3 914 009 _ , 

, , +o ? ooq 000 oi3 274 ' \ , 

. — 0,000 000 /poo o52 

-• = a,i3i 663 iiG.534 »,-.'- 



- . 

: VierterAbscanitt*. * 

«1 1 . . 

Beweis der üichiigleit des polynomischen Lehrsätze* 
für negative und gebrochene Exponenten./ 

Tt9« Bemerkung, Es ist unstreitig allemal er« 
laubt, das Polynom a + bx-|-cx*+dx* + ete. es bestehe 
ans fcp vielen Gliedern, als man will, als ein Binom 
zu betrachten , indem man a äis den ersten Theil und 
die Sumriie aller folgenden Glieder als den zweiten 
Theil des Binoms ansieht. . Man könnte daher ge- 
wifs, auch wenn n eine negative ganze Zahl oder ir- 
gend ein Bruch ist, die Potenz des Polynoms so ent- 
wickeln > dafs man * ■ 

^ (a+bx+cxHdx'+etc.)^ 

• Ä +n . a*^ (bx + cx*+ dx 3 + etc.) 



+ "' (n T) a^ (bx+cx a +dx r +etc) a 
' 1 • a 

n(n— i)(n~a) M/ :•■ % lt '» / 

+ * ■ » k a '(bx+cx +dx* l +etc.)* 

' + etc. 

setzte. Und diese Eritwickelung ist keiner Schwierig* 
keit unterworfen, da das in ihr noch vorkommend« 



v > 



« - ' 

Beweis d. Richtigkeit tf. folynom. Lehrsetzes uis. w+ 107 

* * * » • * * 

Polynom immer, nur zu Polenten mit positiven, gan- 
zen Exponenten erhoben wird, deren Darstellung; oaph 
dem Vorigen leicht geschehen kann. 

Es läfst sich aber, nun geigen, dafa diese Ent- 
wicklung- genau zu eben der Reihe führt, welche 
vir nach Anleitung des polynomischen Lehrsatzes , er- 
halten würden, wenn wir auch hier den Exponenten, 
obgleich er negativ oder ein Bruc{i ist, dort überall 
(§.98 folg.) statt o setzten« « . 

130. Obgleich nämlich, die Coefficiented 

n; — — — ; n.(n— O ' 

1 . a v 

und alle ähnlichen, hier nicht mehr die Anzahl von 
Permutaf ionen , die unter n Gröfsen Statt finden, an« 
zeigen können, da' n keine ganze positive Zahl ist: 
so lassen sich doch diesem Producte, die wir nun Po- 
lynomial-CoefEcieriten nennen wollen \ auch für solche 
\Vertbfc Ton n bilden. Obgleich ferner die im atea 
Abschnitte gebrauchten Ausdrücke, dafs n Plätze be- 
setzt oder n Größen aus der Reihe a+tx+cx +etc. 
hergenommen werden 1 sollen, 'nicht niehr anwendbar 
sind; so gönnen wir doch auch hier noch sägen, man- 
solle solche Potenzen dar einzelnen Glieder in einan- 
der multipliciren, dafs die Summe aller ihrer Expo- 
nenten =n sey. So liefse sich auch hier eine Reihe 
entwickeln, die defc Bestimmungen des polynomischen 
Lehrsatzes ganz gemäfs wäre. Es ist nur die Frage, 
ob diese Reihe die richtig entwickelt« Potenz sey? 
Wie die Entwicklung jener Regel gemäfs geschehen 
*uüfse,p zeigen folgende Beispiele. Wenn ich (a,+ bx 
-4- cx a 4- dx 5 -4* « tc Jiacb dem polynomischen Lehrsatz« 
entwickelte , so ergab sich : 

^.fna^bx +^ n .a^c+^^^an^b»^x* . < 

(• 

+ etc - - > 
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IÖO ' Zweite Jbihrihtnfr. Dritter AbtcknitU 

i Nähere Betrachtung des vierten 
in(m-MXin— 2) 



fcfterTheU 



1 * 2 .3 



ZweittrTfr.=- v fr--!---^ 

3 4*2 3 l . a 

Dritter Tk^ + j V J ' + £ \ 

Vierter Th. * ' ' > >' 

1.2 • 

Summirt man hier das unter einander gesetzte! so ist 

das vierte Glied l 



. t 



- m.Cm-i)(m+n-2) 2m.n(m+n-2) n.(n-i)(m4-n-2) 
1.2.3 1:2*3 i*2 .3 •. 

oderi 

, ...... *-. i 

(m+n— a)C ' • ■, t , j_- '. V > **' 

> ■ - • — -<m(m^— i)+m.n+moi+tf(n---i)> 

* * ■ 

s=— « -<m(m+n— i)+n.(m+ü — i}> 

i.2 . 3 f i 

Cm + n)(m+n — 1)10+0^—2) • , 

1 i a . . 3 



Fünftes Clied. Es Wai* 



./ 



m.(m — i)(ra — ■2){m — 3) in.(ni— r)( m ~ r ~ a ) n 



"i ^ ■- 



+ 



\ » 



1 • 2 i 3 • ' 4 1.2.3 

» - ♦ * 

m.(m — i)n.(n— t) m.n.(n — t)(n-~ 2) , 
i.a • 1 , 2 ' . 1 ; a '. 3 ', , 

t p.tq-^'l)(q— a)(n— 5) 

, < v , 1 \ 2 •' 3 * „4 - 
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Von tf. Öidtigkät de* binomischen £ehr*alze3U.4. am O i[ 

« I rru -i > -fin-ri) (m^a) (m — 3) 

Erster Tned ^ ■ ■» — r — : • v'""' , 

1.2.3.4 

» >. . ' 

m.(nar-i) (ra-ra).n 3.m(m-i)( m-a)n» # 
Zweitfer Th. *- ■ 3 4 + , : a . 3 , 4 • 

V - , V 

I 

ro(m— - i)(n*-- a) Q p+n — 3) 
Erster and zweiter Thfeü = " 1 ^ g . 3 . -4 



piezuder dritte^! 



-1 



> 

- 3.ito.(m' — Q(m— a).n , 

„y „ . . - ; 

.*; a „ 3 .4 

3.ra(m^,i)ru(nr-i) 
* , a , 3,4 

3.qi(m— i)n(n— 1) 

1.2.3 , 4 



Dip drpi er*ton Thcile 



ro«(m— i)(rö — s) (111 fr n— «ff) ' 
' * , % . 3 . 4 , 

' m.(m->-- , i).ii.3(iii+n-- : - i 3) j 

■ T .« • 1 .3.3.4 ' " 

+ 3 m(ra — i)."n(a — i) 
. I I ■■ l.ll - 11 ■ I' ■!■■■ !■ '' 

1 . % . 3 . y 



' . , 3.m.n.(n — i) (n — "a) 

Hiezu der Y*« fc Thtfl == — ■ ■■ ■■ ,.■ .. , ■ — »-*- 

x ■ 1 . ■ ■ . 1 . -^ 

1 i,a , 3, 4 
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HO Zweite Abtheilung. \ Vierter Abschnitt 

10 di* Rede aeyn dürfte, me bei ganzen Zahlen. Sa er- 
halte ich ' *." 

4»+ika tt ^ I bx+rift^cx*4-na ,|Hl dx^ 

X^^T^a^-^b^x^+n/n— Obca*-*x' 
v - s : ^ t n.(ii— i)(n~a) M _*il * 

+na°^x^+n.(n-i)a"^Ad4 j\t« 1 n ^" iyn ^ a^b»C3C!» 

x * t 

w 

\n.(n — x) (n — a) (n — S) _^ " . ' 
«J-- — i —* — v - f- a«~*b 4 x J +eta. 



Also für n=3 
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ai+— a~ibx+— a 



acx*-l — a^dx* " 
1 a 



;ex* 



-^4-* , "^ a ac a — 4-*^*>cx»— -i*-*bdx# 
9 4 4 

* 



' v 



'S 



+-tui"*1>*cx* 
5 



,*»■ 



+ etc. 



jt-'ib^x« 



DU Reihe (i + x + x» + x» + x4 + etc.)! g»e &t» 



=.+^4-+^+^+««; 



Beweia d. Richtigleitd.^pofynom.Lehrsatzesij+i.'w. nx 

< - . . 

Dagegen gäbe (a+tx-j-cx^+^x' + ex^+etc.)*« 

s=a f7 a-^J-a"4bx a"~iöx* a^dx 3 — j-a^ex* 

+ 8 ^4 ^4* ^% 

*» . "=- .•' •:: . " '> r r ?> -"' v . i.'* 
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~ 4a~*b 3 x 3 + 5-a-ic a x* . 

i^a-ib*cx* 

16 • 

+ ILrSb«** 
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also (i — x +x* 7-7 x 3 y+ x 4 — , etc.)' 



(i + — x — ~— x z + ~rrx? 
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x 4 +etc. 
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%i% Dritte Abtheilimg. Erste* Abschnitt. 
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polynomischen Lehriat i'e* 
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Erster Abschnitt 

.- • - , , , 

Von der Umkehrung de* Reihert 



laa* üirklarung. Eine Reihe umkehren^ 
heilst, ans einem nach den Potenzen von X geordne- 
ten Werlhe von t> einen Ausdruck herleiten, wel- 
cher im Gegentheil den Werth von x in eiber nach 

den Potenzen von z geordneten Reihe darstellt« 

~. ' * * 

12 3. In Ausdrücken, wie z = ax+bx*+cx* ist 
offenbar z .eine ton x abhängige Größe, die andre 
Werthe erhält, wenn mpn für x aüdre Werthe setzt, 
wo also aus bestimmten Werthen von x das z* wel- 
ches ihnen zugehört, kann gefunden werden» Wäre 
nun abec z gegeben, und man wollte x fiitden, so 
wäre dazu jener Ausdruck z =2 ax+bx a +cx , + etc. we- 
niger passend, und man würde zu bequemer Besljm- 
t-mting des x eiue na oh Potenzen vonz geordnete Reihe 
fordern. 



/ « 



4 • ' 

Vmärtr XJmhthmng dar Reihen. *i3 fc 



, s v 



lai Aufgab* ..'Es sc/ «teax+bt^fca^+dx 4 
4t***+fo*4^ 7 +bx* +**«.; »»an sucht eine nach den 
Potenzen von z geordnete Reihe, die den Wertb Von 
x darstellt* ■ * ". 

Auflösung. Msn findet X«AÄ+BÄ*+C» f +Da % v 
+Ez 5 +Fz* +Gz 7 +Hz B + ete„ weun man den Coeffi- 
cfenten folgende Werthe gibt: 

.1 ' .*,••' 

A , r — — # 

a 

C« 'AN-—- -sA 1 ; / 

' . a < 3 a 

Dxd .*. 5. abc A A 6.5 b* ;■ - 
a % a a * 3 a f 



E 



</ 2.3 a* 



a.3.4a 4 ' 



v 
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•C 



3b a e4*6bcd+c*Ve 

II I 1*1 'il UTi I 1ÄT 



+ >3.M.io.q8 b' .- 
, n J , - ■■«^ 4': 
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ii 4 • Dritte Jbthtüdng. , Erster JbtckrdtJL 

* *v , * ••• •/■ "■ ■ ■ •■ .'•- 

k>.q SStfS +6t,ce+3bd*+3c*d'\ . - 
•a.3 V. a J 

4tfä+iaV ad^4hcN Ai 



a.3.4 \ 



* • 



\ la.ii.ip.g /*5b*d4vipb , c*\ . t • 
a . 3.4.5 \. - a* • ■ 

+ i3.12.ikio.q 6Vc.. i4.i3.i3.n.io.Q h 7 .„ 
3.3.4.5.6 a« • a.3.4. 5.6.7 ' a' ' 

und so die folgenden. 

Erläuterung unct Beweis. Die Bildung dieser 
Coefficienten ißt ziemlich leicht zu übersehen. Wir 
wollen denjenigen == H betrachten / welcher die %**. 
Potenz von t begleitet. Hier kömmt erstlich A* in 
allen Gliedern vor. Zweitens, die aus den Bucfasta* 
ben h , c . d , e etc. gebildeten Produkte sind als Va- 
riatiorien anzusehen, und zwar: im. ersten Gliede aus 
einer Gröfse zur Summe 8: im zweiten Gliede aus 
zwei Groben zur Summe -9; im dritten Gliede aus 
drei Größen zur Summe io 4 , im Vierten Gliede Aus 
^rier GroPsen zur Summe. 11: im fünften Gliede aus 
fünf Gröfsen zur Summe ,12; im sechsten Gliede aus 
sechs Gröfsen zur Summe 1 3 ; im fiebenten Gliede 
aus sieben Grötsen' zur Summa i4*). Jedes dieser 
Produkte hat «einen Permuta tions- Coefficienten bei sich, 
$md es kömmt ahn ersten, a* im zweiten, a* im 
dritten Gliede u. s. w. als Divisor vor. Drittens. Die 
Zahlen- Coefficienten, welche der Summe dieser Pro- 
dukte vorgesetzt sind, stimmen fast genau v ' überein 

^ *) Nimmt man £» B. im vierten, Gliede die Zeiger in eine Sum- 
me zusammen* so "ist, da ]fe- den Zeiger 2, • den Zeiger 6 bat, 
b*s einr Variation zur Stumns llt , 



x ' f ' 



* fqnfider Umlehrung der Reiften. ii5 

knit dem Permttfationa-Coefficienten» eiher Verbindung 
von acht ' gleichen und so ykl andern, unter sich 
gleichen, Größen ,. als in den Variationen vereinigt ?ind, v 
nur fehlt allemal die höchste. Zahl, ~z. ß. im dritten 
Gliede yon H wäre fltr Permuta tions - Coefficient von 

^i *« iuaa ■ ' ' . . " *o.o 
K'.A 8 « h£, onaer Coefficient ist — * 



• \ » 

Diese Anleitung den Coefficienten zu bilden, lafst 

sich leicht auf höhere Potenzen von z anwenden, w$nri 

man zugleich die wechselnden Zeichen beachtet« 

Die Richtigkeit dieses. Gesetzes läßt sich in fol- 
gender /Entwickelvtüg wahrnehmen. ' , 

Wenn man den angenommenen Werth für- x, 
in welchem die unbekannte^ Coeffirrenten vorkommen, 

xrÄrAz+ßz^+C&'+elc. . 

in die gegebne Reihe ~ 

o=-^ / z + ax+bx 2 +cx i +dx 4 +et6. 
setzt: so\mufs die Stimme, der entstehenden Glieder 
=o werden,, und z_*vaj* so, dafo jedes, dersell>en Po« 
tenz von z, engehörige , Glied für sich verschwindet 

(vgl. $. ä4. a5.) . 

Z S3S ZI . ' .*• '-i • *1 

tx =aAz+aBz a +aC** .+*Dz 4 +*Ea' 4«tc. 
bx 2 = v bAV +b.aABz' +b.aAC** +b.aADz* +etc. 

. -H)BV , +b.aBCz* +etc. 
cx'as cAV +c.3A a Bäs*+c,3A*Cz , -htc. 

+c.3ABV-Ntc. 
dx 4 = * 4AV +d.4A , ß**+etc 

ex 5 =; V eAV +etc. 

etc. etc. 



#> » 



Zur Bestimmung der, Coeffirieuten erhaben wx 
also folgende GJekhuugett: 
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i\6 . Dritte Jbtheilurur. Erster Jb&chniU. 






i 



* ' . 1 



i=«=o; 



a > 



aB+bA*«*a; B=-r— A% 



a 



*C+b.aAp+cA*~o; 



il 



a a 



iL wofür ich, da die folgenden Coefficienten die fe Form 

c 4 b 

fordern, setze C« - A*+ — - • —%, AV 

a a a 

*■ — ■ » » 

Die vierte Gleichung wird: - 
,• .-. o^ap+bCaAG+^+c.SA^B+ÜA 4 ; . 

Hier, erhellt schon völlig, wie sich dies« Gleichun- 
gen bilden* Jedesmal nämlich ist a in eine, b in 
Produkte aus zwei« t in Produkte aus drei der 
Gröfsen A, B, C etc- multiplicirt, indem b die Glie- 
der bei sich hat, welche .aus x z , edie Glieder, welche 
aus x 1 entspringen u. s. w. Die aus A, B, C etc. 
gebildeten Variationen oder Verbindungen*) sind hier 
in der Tieften Gleichung alle die« deren Ihdex-Sumrpe 
4 gibt« und sie haben ihre Permutationszahlen bei 
eich« Entwickelt man eben diese Gleichung weiter, 
so ist: 

istes Glied = aD — au ; 
2tesGlied«b(aAC+B*)=— ? — A 4 +^A 4 } , 



a 



■) Ich nennet sie Variationen , da man sie ansehen kann , a!e^ her- 
genommen aus a Reihen, ^ Reihen u. «4 W. # worin, immer 
dieselben Gräften A, B, C, D. 

- A, B, C, Ö etc« 

mit den Zeigern - 



\ . if a: i. 4 etc. 

vorkommen. "" 
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J 



Von der UmXehrung &r Reihen. tij 

• • /' 

* '• «» ... 

3*sGli«d ~ c.-3 A*B « — ► —.A* 

■ <■ ■ . '» , - x- ' 

> ' ■*■■ 

4te»Gli«d-sdA 4 =idA*i , 



alsoD=-<-- A 4 +- • *t"A 4 5 • -j A~ 

•a a a v 3.3 ** 



f , Fünfte Gkichung: , 

o=aE+b(äAD+ aBC)+c.(3A a C+3AB*) 



r » 



+d,4A*B+eA*. 



ad 1« . abc Ar 5.6 V A$ 
Da hier a AD=*~ " A s +5 • -r A'-~— • r% A 1 , 

a x' a v3 a 

fst, so gibt beider Summ«, aU «weit» Glied: 

= — **-A'+6--xrA 

•• -a . a 

5.6 + 4:3 ab* , 
^ a,3 1?" A ' 

ad . , , ft »bV , (5+a)6 ab' , 
oder ■= A* + &• -rA f — ■ - , • rr A 

und iso findet man der fdnfton. Gleichung 



t 



»stes Glied E=aE, 

' ' i abd, '. 6 4b«c A , ^7-8 b* .. 

3te» =s *- — A*+*r • -3- A», 

4te» CS „— — A», 

A 

/ *^ - _ 

5te» seA'i ' . 
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ii& Dritte Jbtfmlung. Erster jtb$chnplt. % 

und folglich . " . * " " * 

1 a\, a* v l 2AA 3 / 2.3.4a 4 
Hier zeigt sich schon, wie, sich die 6 im zwei- 
ten, die 6*7 im dritten Theile zasatpmensetzt, und 
eine richtige AufeievkÄamkeit iwigt, dafs. eben eine 
solche Zusarnmansetstmg auch für die Folge Statt finde. 
Sechste Gleichung, 

OÄaF+b(3^E+ i aBD+<!5*)+H3A*D+6ABq+B , ) 
+d(4A , C+6A*B a )+e(5A 4 B)+fA%. 
Ich setze hier ; die entwickelten Glieder her, ohne die 
Potenzen von A J raV Zähler und du? Potenzen von a 
im Neiner beizufügen, N «J* djese sich leicht ergeben: 
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Von der XJmkehrimg der Reiften, *i 9 



■ Siebente Qletcbuug. 

o«=aX>+b(aAF+*BEf>CD) , 
+c(3A i E+6ABD+3AC a +3B 8 " 

+d(4A*D+ » a 'Ä'fi&f 4 AB») 

+e(5A 4 C+»oA J |ßHf.6A , B+g.AV 

also entwickelt, mit Weglaasuug der A und a , 

is=*«G, 

7 > 1 t 



/ > 



as 



_3ce+~( 6bc4+3c 5 >-|j|. (gb*c*]> 



t 



ll 



8-9« 10 - . * 
a.a.4 

s i, tJ ■■? 8 -9 x v»; 



■4d*+— -8bcd — -|.4.b'd, 
a a.3 . 



■5ce+— . 5» e, 



. ,,' 






6 S == — 6bf, 






♦ - t 



Es erhellt hier deallich genug % wie sich die 8' in 
dem aus,zwei ; Faetoren zu»amaie$gesetztch Gliedö aus' 
3+6, 3 + $, Zusammensetzt, wie im folgenden 445* 

4 + 6 + 8} r und 3 • =» -|- den Factor 9 geben undL 
so weiter. Es wird also - /* "* 



1, 
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a. 
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£*6 Dritte Jbtimlung. ' JSrüer Abschnitt. 
^ ' «•«*■ 0/"4b\T+6bV\ A , 8.9:1 0.1 i/^5b 4 cN . f 

8.9.10.11/12 b A7V 

. . . a.3.4.5.6 «* - 

Ich will die) nun immer weiüä'afiger werdend« 

Jfntwickelung nicht weiter fortsetzen, da sich die ßil* 

v - dang der einzelnen Glieder hier schön wahrnehmen 

' Jafst^ and so die Richtigkeit der Form auch für die 

folgenden Glieder erhellt. Ein strenger Beweis sollte 

freilich die Bildung eines *l]geo(einen n teo Gliedes aus 

alleq 4 vorhergehenden betrachten ; aber dieses würde 

hier in eure su grofce Weitläufigkeit führen. ' - . 

' * • - '.»:.'* , - > 

195« Aufgabe. Es sey % durch die Reihe 

ausgedrückt j man >ucfct eine Reihe , weiche x durch 
, I darstellt, <'/'•* ; ' / 

Auflösung. Muß bilde eine Reibe, in deren er- 

j&em Gliede as», im »weiten 3?T> im dritten z • und 

so weiter vorkömmt, pnd bestimme dann, ih •* der 

Reihe \ 

JL J*£ 7»+a£ ^5g 

X^A.za+BsT'+CtZ « +D.35 a +Mc. - . 
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4i* Coefficieitfep m r dafc *ia folgend« Werthe er« 
hatte»;, \ " ..". „J* ... , # \ > r ,.~ 

1 1 



■ « 






~* 



K-^^}£»*0> 



CI.-a-.JL 



*m/J a 






1 ' 

Pbn der Umhehrüng der Reihen. ist 



t - 



*' ■ ' 



^« 



-( ^■X^ x^)^ . ... ■ 

„ .■■>!,. I t T ' I ' - v I 

(^■x4^o^ ^ 

■ ■ i i • ■ ■ , . ■ 

a . . 3 % . ^ 4 _ , 

wo das Gesetz des Fortgangs erhellt . 

Erläuterung. Die Bildimg der Glieder ist der 
in der' vorigen Aufgabe sehr ähnlich, nämlich, wenn 



1' , • x 



ich statt A setze a «, > ?=(a Ml )«; so köftrmt im Cocf- 

fielen ten £ dessen Index *= — ist, dieses a""" 1 tu 

eben dar Potenz vor: die Produkte aus Variationen" 
der a, b.c etc.* sind hier im ersten Gliede aus einer * 
Grobe aur Surrune «+4£ (Index yw e), im «weiten 
aus zwei Grölseu sur Summe == (a*+4/J) (da Index 
von b, «s et + ß y von d, «= « + 3ß ist), im dritten . 
aus drei Gröfsen zur Summe =?(Ja+ 4/9) u. s. w. 
gebildet. Die voranstellenden von a und /? abhängen- 
den Coeflicienlen sind eben diejenigen, Welche die 



V / 



PermutatiQpszabl für •*— gleiche and 60 viel gleiche 



# 



ia,a Dritte Jbtlieilung. Erster Abatlmüt. 

Gröfsen als in den Variationen vorkommen-, auima- 

chert wuVden, - nur fehlt 1 der höchste,, zum Beispiel 

Ci+4j6\ 
) gleichen und 4 andern 
a y 

gleichen Gröfsen, kann 'sp oft permulirt werden, ab 



',3- 



• * 



angibt, aber in unseren £ fehlt im vierten Gliede der 

% höchste dieser Factoren. \ .• < . 

• . .' . 

Beweis. , Uoi zuerst die Folge der vorkommen« 
den Potenzen von z zu entdecken., wUl ich nur die 
ersten Glieder bet räch teVi, und d* noch die Exponen- 
ten unbestimmt lassen. 



_' xs=Azy+B«H-*+Ca^ 2 *+. 



(V 



Da nun — a+«c«+bx! ,+ / > +cx«t^+ 

■ , . • i • '« 

5=to seyn soll, so ergibt sich oä 

— — -•- , . , . . _ ' -*. * 

* ' ' ' " ' ' _ 

Die Glieder . sind hier so zusammen geordnet, 
däfs die in b.x« + £ vorkommende niedrigste Potenz von 
z , da ihr' Exponent ' offenbar grofser "als ay ist , zu 
dem zweiten Gliede von ax a genommen wird, ufid so? 



* . 



Von dct Uml&ruhg der Reih&u **3 

auch- in der Folge fortgefahren wjcd. Damit aber 
die so zusammen geordneten Glieder zusammenpassen/ 
ttiufe TP? init z, und ebenso z»y + * mit z^ft'; auch 
z «r+** m ft &y+fy+d un j m i t z *y+^y übereinstimmen; 

also- ce;*Ä= 1 ; yt=s • ay\&=*ciy+ßy J ds=s -£- seyo. 

. / ' a • ;. * a 

Eben diese Werthe sipd für die ganze Folge die ein- 
zig brauchbaren und die Exponenten von z'gehed aK 
60 so fort, wie es die Auflösung angibt 



Wenn wir dieser Bestimmung gemats » 

> x=Az*+Bz • +€z • +Dz a. "+. etc. 

»- -*- « 

setzen: so* ergibt sich folgende Entwickelang: 



«x=aA.z+aaA B*'^+-aA 0»^«+ 
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T aA 1 .45 *z « 

.' I 



Kx =* b.A ^>+(«+/f)bA Bz ,+ * + 



ex «» cA \z «^ + 



v- 1 » 



13 4 ' Dritte Abthtylung. "Erster Jbichniti 
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Die folgenden Glieder wercfco, 



e 



j». - 

fr* 

i 6" 



v 



(N 



"CO 



V 



to 



i 

OS 



S - 



. • > - 



M ^ ' t* 



-> V 






•I- 



Li 



P» 



? 



3. 







\ss 









1 / 






'fc 



w 






|J* 



? » 



8 






CM 



r 

I 



tu ' 



i- 



« ^ 



' . 



\ . 



* 



* Von der Umhehrung der Reihen. 12S 
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Da hier A den Index = ~; B Jen Index =ä — -> 



C den {ödes 



«+A* 



«. «. W. hat, (»erhellt leicht 
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126 Dritt* jibtkeilung. 



AbeohmtL 



dafs die aus A, B, C, D etc. gebildeten Variatio. 
nen .bei jeder Potenz von e diejenigen sind, welche 
eine Index- Summe dem Exponenten von z gleich ge- 






böii , z. B. bei z * kommen folgende Variationen vort 



1 i+3£ 
A* +, D, wo di4 Summe der Zeiger (,*«— i),- + r- — ^; 

*' ' - 
«Ä^BC, w6 dw«« Sara»« =» (ä—i). 7 L+lM+?+*P 



< ■« 



1 



a 



A«- 8 .B', wo diese Summe *= (a— 3;~+3^-^} 



*fi :. 



s 



ujid so «weiter» immer = 1 H ift. - Aber diese Yä* 



a 



riat Ionen enthalten nicht immer gleich yiele Grössen, 
sondern sind gebildet aas a Größen in den aus der 
graten Reihe herstammenden Gliedern ? ans (a+/?) Grö- 
ßen in den ans der zweiten Reihe herstammenden 
Gliedern u* s* w. Jedes Glied hat seine, auf A, B > 
C, bezognen Permutalionszahlen bei sich, 

. «• 

Die Betrachtung der einzelnen Glieder ergibt 

nun folgende 'Gleichungen: , * 



erste: aA^ascij 



A« 



a 



aweite : a.a A** 1 B + b . A a *0 = o, 



das ist (a*B+bAP x )h- l =*o 



B=~ 



WK 



J'.< 



1 >..•.'*. m *. Ji.^ 



1- * 



Won der Umlehrung- der Rahen. 



a 7 



dritte : wenn ick [den Factor. A" -1 sogleich überajl 
wegla*se:' 
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*i V8 Dritte. Jbthnhmgy JSrtfier Jk&fmitt. 
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:§ Die Entwicklung dee folefcideo .JDoc^rieatia 

, ^UfiC üch »ach dieser i^nleitiitfg trotte atfifübtreii. 

!! i 126. Dif RftfbjiUijg j^ird c^wi* [laicht*, ^jfm mm 
{«? !« und*£ i bestimmt^ 4*bleii tamm ntt — r » * 

;'• :1t tof i^lix+bx^+cx^^di^^tt^+Äc* | 

letzter 



der. folgenden Entwickelang bestimmte ' /"' *\ 

— #f=s— *» i •; ' '^!"° vi« • .-*!-!-', 

kföl* b^'z' + bJA'fcz* -f b.3Afd«a +b.3A*0i» +etc 

i * 4*.3AB?»^£bJAÄ€i»4-« c - 



^ ( 



— -^ 



exte ! ^ . :6^*5+c.5A*Ä Ifo.SA*^ +etc 

+ c ' * oA^ B^aVl etc. 






*s?f= 'V :''* *föf r+i.7 A^ap 4«tc. 

«AV-fei 



efct; ,etc. -•- ! u 



•v. 



K 
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^ 



Hier ergibt tiefe A$aj: *-, 4 






v« 






HS. 



Vi 



6 t* V- 
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aC+b.3A^cA5 = o r CÄ:-~. A5 +^- iL a* 

o ==aD + b^A^fc+b -. S JH|Mm> . 5 A*B + dA'j S 
l d 5 



iP a.3 a ? 






* 



% « 



t ... 

also - . ^ ] * ; j 

3bVY 



r I 










+ baf* + ck^+ etc. nicht ein* W«yfh für. at. Ärstelfein 
der ' iäfeh ' den " Potenzen yon z fortginge * sbhderru 
wollte rtafa oje Reihe umkehren, so morste mm s^ 
nach Potenzen ron (« — m) ordnen« In dieser Keih« 
Wai^e das, was wir §. ia5 v durch a bezeichneten =s& 
und unsre' dortigen Eu( Wickelungen wurden . also ganz 
nnbraucfchar. Der Grund hiervon läßt sich noch, kl*» 

retr'iäertefaeti» wenn man der Reihe 

Es&m+ax+bx^+cx^+cU^+etc.' ' * 

•me Relllr^ÄA+Bi+C^HO^+ete " » 

gegenüber Ca stellen versucht- Denn ergibt jene, 
wete atfi jn ihr^ den angenommenen Wesrth tiür x 
jftfeatftnirU es 



.«. ~ w 



bx*= bA'+abAB* 4-abÄC*** +>t>AD*» + «tc 

«*} ** cA* *3cA 3 Bz +3cA^T* t '' +.3<AW + «to, 

+ 3cABV + 6eAB<V + etc. 

Aj? m JA 4 + 4dA'Bs + etc. 

+ «to« I * 

t - \ 



l»2a ' tiritle Abteilung* ^ 

Bier sollte A aus einer unendlichen Reihe , die 
mit der fn* Z gegefc^ *U»^«a«la f i»rgi ; bi*t ,, be- 
stimmt werden, und diese Bestimmung ' ist unaus- 
führbar. . -"•■ 

Hätte man dagegenhielte R<^ 
± so an^fbe, . daf& x = <*.(s5— m) +£ («-^-mjT + et ^ 
wfr*l *o ; stände dieser Entwickelung keine Schwie- 
v rigkeit, im Wege* /' 

j' ; / 1 iö. Bemerkung. Die ! Umkehrung «|er Reihen 
dient selbst, um npch schwieriger* fragen zp/beant* 
Porten. * Wäre Weben «"ssa^+^+ci^+dx^ete. 
und «man wollte 3 durch eine nach den Jotenzep 
iron s , fortgehend* ,tteihe - ausdrücken : so könj^e .ftp 
nach ganz ähnlfchen Regeln, wie die hier betrachte- 
te^, geschehen. Oder hätte man die Gleioh^upg « 

Ix+hxHcxMJ^^ 

IkmJ verlangte ntiri~ & durch x ausgedrückt, so wiirdta 
inah wieder eine Reihe annehmen. £=Ax+Bx +Cx ? 
+ etc. und erhielte nun, indem man diese in die fe« 
{ebenen setzte, , _ 

~*x" v ^.^W ;. •' .*•?.«&»:/' .\i\ s 
,..,.., + *Ax ; 4-äBx*/ >*x*Cx*. } 



. i ä ' ' ' b., ß 

also A est: ^— ; B ca— u.— - Jl 



- % — 



B'ssc -21 -*- UL. A* - 

tmd ^o die folgenden« & Die vorigen Anleitungen eei- 
geu den Weg, wie jnan sich auch hier hei Jon 
onnte« 















.i ■ 






» ** * 9 



tJSnti44eidimg der Bxponeniiqlgrbfien und der 
■ i ao, ' Ben* «frkuog.. i Wjr ^ »hab^i , in . dep- . Tqrig«H 



,p.n : — i 



dar« sie, wie (,+x)^«i+nt4i^3U^x v ^etcf.ii«cE 

den jPrftei»^ ► dir . J0i$i* äl*tgu$firfy - velcli« : «neu 
1WI Wf <W I^lrnz ^.*rh§b^d«o Änoma<)<)»r Po* 
lyjroi^ ^ma^hte* wjr kontert aber diV Ent^ick*« 
lofl? «od»«;** I «W fftjneq vtr^ogirti d^ si^.hi^d«i 
Potenten de* Exponenten n fortginge. Jene Bat* 
wickelfj^. diente ^ um eine jbeationme Potefcs wiche* 
Wurstln darzustellen, die mau als von einer Haupt« 
gröfse x abhängig dachte ; sie diente also^ utfr dieWta» 
t he der Potenz, wiefern sie von diesem x abhängen, 
datpusielleji , und folglich 49eh fisr wrachiedene Wer« 
tbe von x zu bestimmen; die zwefte Entwicklung 
hingegen würde dienen 9 zu zeigen, wie. c}ie entwik* 
kelte Potenz etrrer immer gleich angenommene^ Grüß», 
ron ifyrep Exponenten abhängt, , 



/ 






i3o. M«iti pflegt dieses &> auszudrücken: bei je- 
ner EJafvrickelung wird die Potenz als Function ihrer 
Wurzel oder einer die Wurzel bestimmenden Haupt« 
grübe* hier hingegen wird die' Pötena als Fupclioa 
des Exponenten angesehen. 

Eine GrbTso heißt nämlich eine Function einer 
undern, ^we^n^ sie, von dieser andern abhängt, >*o jdafs 
sie ancjra uiid ^pdre Werthe erhalt > Je nachdem man 
dieser andern willkürlich verschiedene Werthe gibt. 
Unstreitig ist also die Potenz rngleich Function der 
Würzet und des Exponenten > sie erseheint aber ab 






/ 



' I 



\ 



iH ßritt* Jt*W<xtf< J^^^ilipW^ 



« •* 



Function «Jer YVqrfcel, wenn mim eiufn immer gW* 
eben Exponenten annimmt, sie erschein^ ajs Fttnctkfti 
des Exponenten/ wttm die Wur2cl als iixiqaer glßicb 



angesehen wird. 



• v » O » 



*, 



xZu ErklaYjmg; '">■ V9^' *&wi) dte Pötaö&an 
Exponentielgrofsen, woan sie in Jhre* JJeziebujig 
aur den Exponenten, all tunctiipeq, d#s Exppflent^ 
gedacht, also In der £ntwickelung nach Jen Pottuzeq 
de* Exponenten ang^pd^. >fe?deo; 






*{ «. 



t3»< Bemerkung: ©a& ^rte-Gri^/wto {i+e)*/ 

wnfcl ^ entwiek^t werden tato , ! d*fi W* Iteihe^ 
ftJg* der Glieds nach fo* Poten^h : *w Bx^rien^ 
te» fortgeht, a^gt **** der Mtrt>rtiialrb*l^f*air,rda ; 

«neb ?m i+x.a 



V.I 



*i 



1 I 

a „ /a- : - - - > . . . - , • 

gibt, und offenbar jedee folgende Glied einen Beitrag 
su dem in x, &u dem in x* uöd sowpi>r, : jft£fti~ 
plicirten Giiedo darbietet, Diese Entwicklung ist s^ber " 
unbrauchbar, da der gesammt* bei X sfehen4p Cc^f- 
ficient mit Hülfe einer unendlichen Rpihe »fanden 
werden tnüfste, und eben diese Uobe^i^mMf bkfft ;b*i 
allen folgenden eintreten y^ürde. ' • ■ 



*# 



« » i *i 



>55.- Bemerkung; Uö afp« hetjoemere Enttfifc- 
kefung tu finden, dient nns folgende Ueberlegung. 

Da» wie wir ehe* gpsefcn toben, die Grtfye ( i +a)? 
ia«fb den Poten&en *t*fo x geordnet enterickeit Verden 

* > 



> 



.•k*; 



./ 



'. t 



dafür annehmen. Dicke Reibe wird für jeden Werth 
▼on x 'jd^iä^ft* fcnf^mtt-'* Wit*WBS^ *ftibt, 
Werden die von x uoaM|eiqjJg^<^ A, B, 

"',* (i+a)« «iffc&irt-prf/t&fc' 4t«ta *ej* \ ; >) 



f7 , r 



4. <» . ~ , 



•aber dbea di» C*+«)* x ist a«ch 



*£» Jfoteite, dqren Expooeat =sa*Mr laftt fich 
also auf eine doppelte Art qutwiofcUl» wd», dadarbh 
erhält «Hau difc Bestimmung der Coef&cieatem 

i34. Lefcrsal«. Et »t C4+a)* == 

'.'.'■ • • ." ' - : 

•/*.« .*.».$ i,a.5i* . 



* "» *1V 



«r— • 



A'i'-f-. .. .+ < » AV -Htc, 



t .4.. 5 i.a....r 

wo A. # ^i noch w<ute W bafümjöeode pröfie »V, 
die toii.ä jdbUS«gt% \, . ..;/\ v v- 






Beweis Wir wollen zaecet , die uub*ttiounfr 
Retfee i : . .'.»v- , . 

v -. " ■' +Bk B + etc. 

imietrofij, und ihre Otefficienten *u bestimmen su- 
chen. Dafs die Reihe nach der Folge der ganzen Po- 
tenzen *<jti x fortgehen, und dafs sie ntft i anfan- 
gen wkd', »t schon aws f. 1.39. *n übersehe«. 






» > 



k- 



■<\ 



x3S Drm+jMt faF fr^ Mvil l u « MM^niMi- »v A 

• «.* Um '«q|Bwm toM te'<l<fa» : *%friai odb faott «fcfr- : 
doppelt« Eü^wfcketqo^ ;füf £1+*)!* <tor; <Wo, Wttfcj* 

•eyn, und *V&teiis gleich %*m ' OWrate der feip 
(i+a) x angenommenen ftvibev diAiit "^ \ • : * / 



-*- ?. 



«M^Ax+aBx'-tfagx* v +aPx* ,+aBtf x.+«lo, 

r ß* bqjdfc ütfjien fap jed« AVertb .T<m x gleich 
eeyji mügseji, so. ist noth wendig '* 

*' : '*A 
bestimmt 

«."■'. 'AI 



= aA, eine Gkrchv^tf, die fitili$ ^bU 
V äh« 6*ne?-S#itf i •."•••■ •• ■;■... 1.1.1 < ; 



v « 






4B==aB*A*; 

8C=ff»ae+aAfc 

i6D==aD+aA0+H*" 

pnd so, gelter. Dftf #e*«ta 4^^ Gleichenden liföt 
lieh leicht 'übersehen, GeKöH narnlicfi J) zur vierten 
Polens vpu X* s^.kÖmmt Tor dem Gleichheitszeichen 
D mulflpitcirt mit- a * Vory nach* detai GJeichheitszei- 
chen, aber finden eich alle Verbindungen snr Zeiger« 
Sind nie »4,*die sich qu>>\vei der Grüften i ? Ai B, 
C etc. bilden lassen , deren Zeiger ö , i , * ,' 3 *\c\ 
sind immer mit den gehörigen Ferhiulatiöns-Zahjes* 
mnltiplicirt. ■;. 



■ « 
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Ltfct mWdtt?re eteten GlfeicJ^ngen q&fy sq #*• 



.* » • 



gibt tich Urffi 



2 >J -* 



• aAB A* 



««. 



t r-T ■ • . >. • ■ 



1 



ihfe^^^r ExponerttiäfgTiz/l 



1 1 • 

« «^'HAö+B* ^nF^-T"./ A* 



Fetniaf: f v« ■-••••••....- 



l'-E^aE+aAD+aBÖ, 



'•Äl 












• i 



'»*! •» 



A • • 

• v Tl , , ■ ■ . . - ^ t »r. -i '\ »>->»4j fl*. 

Um dW^Bcfftimn^ung £er folgenden "Coefficienten 
gepaiiejr zu übersehen, wollen wir die ißteicjiiing 

so darstellen, dafa sie 



. ,-.... 'N 



«*e? 






T t • < . * 









gib^ E* iat aber, 

i.a j.a«3 , ' 

1.2,3,4,5.0 

. . . K > • 

Ebenso flndeg whr für 6^ 






\ 
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ö 



• » « 






,*•• »■ » N .. -'»7.6 , 7-6j5 
V T''*7* . vT' l vsr*~ *.** 



- » » 



f t 



qnd aucb , wenn map > ■■■■■ £ . iv ' «um. gerne inschaftf 

- liehen Nerinet\fur alle, «ach dem öleichbeilttieicheQ 
stabenden Glieder macht, .. 



£ 



# *• * 



1. 



so ist 






V v • • ' *^ " • * • • N 

1.3.3.4.5.6.7 



VT • 
I 



1^ 
'V r 






E% arhejn leicl^, darg di«ie$ auch für dk fol- 
gritden Glieder so fortgeht. Wire z. B. R der Co*f* 
ficient <|es ao** Gliedes, oder stände R bei x*°, so 
würde , wofern %lle vorigen Coefficieutetv dei* /GeSetpe 
Folgen, R bestimmt durch * 

, , 1 . % v v :. t -.; 1 '.. 

■•*• S********* " ** .* ii " *t*9. ' ' ^ *"** ••■■'**»•"*». 
, 1*9.3 1.9.^1.7 . 1.2.3-4 1.2... 16 

1 V ■'''■ 1 - 1 . ' 1 - )| . * 

, +3.—- ■£• i+^^T"*' T 

y I.2...5 . 1.2...13 1.2...0 l»2...l4 

v • .1 j t 

*T*9« ' ' '" * ** Baa ^ MkMI * fe "ff9** Hia " a ^ paaa# » ■*■ * " * m* 

i»2m«7 i.a. M i3 a#3f..8 i^a^i^ .^. 



/ 



y 



Mntiftottikftg 4y BtpoHen tiiilg » $ fl * i kam. *H 

^ ■ •• 1.I...9 i.?«.u x,3 «..9. 1^ -1.suj.0v . 

•der» wenn alles auf den Neimer. = i.a,3.*.,30 go» 

* %o m> A M /" t io.lt: 

<a^ : ^a),Rs=g ■ • ■ . , f a.*o+a, ^ . 

- .„ . • :.//* 1.2.2L4.:.. 19.10 V i.a r 

*/. : v » ' t ao.19,18 r aouffett ' 

1.3.3 I.&.3.4. •• 



'V 



< « 



., ?o »<)~*6 , _ rtjo^ft^ife ^ aqi 9 :. t i4 , . 
-.. • f , : :. , 'i& t 3.A f a ;, , i.2...$ . ., i,a. f .* - 

+** — : — - 4** ' 7 ■ 4 1 ' ■ 7 } ; ,. 

r.a.,«p " i.a...9 i.t.iaey :'• 

<rfe* djdie wi^eapWyMtne Grüfte (£ »08^ 

009 ^^H wt> ngg " ■■»' ■■■ „ f .* ■ • • 

* * • p.3..»>30 

Di«* BwttaamiWg gilt also oflfenbar für jtde* ; 
folgend* Glied, wenn Um fiir alle Tprbergebenden 
gültig iMg» und die Reib* j$t folglich alljpamia be» ( 
*t>minr, 

!3& Ufo g*Jp* lUihe bäogl: <frp Vcwi A *b, 
pnd dies* offenbar ?op 4tr Wur^eJ (i+a) abhängige 
Zebl r bbibi in »WEW Ept Wickelung Aufoullmmt. 
Wart aie für irgMÜ *in ßy»teiü gefeb?n f ao jbälte io 
diesem Bytteme die Bcelimmiieg *9flr Pateo^aa kaiae 
" Scb wicjrigkah ; , aber in eipeip andern Systeme würde 
A aod#rs ewfaH^ und; roüfew? emT ^ti^Hnt fle^ii, 
ehe die Pot^n^oti 10 äiesecn oeue« Systeme berechnet 

werdpQ könpilen. 

v . ... 

|36 P BfkliVnng. \Vir nennen diese %M A den 
Modnlos deji PplenseVitystems; oder da in der 
aiqgrfrbrten Spreche, wenn (i + a) 1 =* y aal f x der 



\ 



t fc» . Jirüia. iWvitung. 2*^er; Abschnitt. \,<\ 

i I 

LogatithirtQ von y halfst m djei* LogariftbrnensyrteiM,' , 
worin <i +0 rfiejpuitfzaft j f Ci tf hgifi* A ^ Mo- * ' 
dulus dieses jJogarithmensysleins*, , 

137. Bemerkung. .Unter den Potenaerayste'men 
oder L^arofhtnensybteäien, , , deren wir um unzählig* 
denken kqhnterV, ist dasjenige vorzüglich merkwürdig, • 
dessen Modulus A= 1 ist. Wir nennen es daher 
das qSturlicfc« IfOjurithqacosystwn, In diesem Systemf 
ist also '• •.'* " . * *. *- .*• '' 



. y '» «* 



■ * *.*.»••■• i.a.3 i.a^.4 

und,- toch die ßasis. oder Grpöd#Aljdtetet, System 

. •* • ■ • .4 » 

i38. Xelit-sak * Die Basi* öder Grand^li) des w 
natürlichen Logarithmensystems ist „ ^ ^ , . 

>/ *: • « • «*.a 1.3.3 i^a.3i4 i*a...$ * fc -u - 
' Beweis. Da nnsre Reihe x K * - '^ 

. (i+tfm** ^ X+ -L:x*+ ^x , +i «!•+•** • 






fiir : adle Wetihß von x gilt, so giltsSsV atafeh Jüv.S 
xxszij da ! ah** »gibt sie di>>(iruudfcahl salbst; vuv ' 
ersten Potenz efhot*tr, *• : •* ^ «if 



/* *."»'' * ■ • «) 






Diese Brache gehen entwickelt: 
1 + 1 =a 3 ooopoooopooo. 

— == o ? 5. * 



' ■* 



» > 



I« 



*» f 



JEnjpkkhmg Ar B*perypUialgrtfimt>tt. *w. ± |4i 



■ ' *< *. 



A. 



*^-,= 0,166666666667, 



• » 



1 

1 

lüo 



o,o4i6666666&7, 

• » * 

o,oo8335S3333j: 






; ' 



• * ». 



«f 1 



>/ 



•i 1 ■• 






720 









« t 
1 



r •««• » 



•'"• ;*~a)«^± ö,ooÖo2«8oi 587, 



*•«.♦ *j * 



f t 



'.jgggj = 0,oooqo a?J 55 7 <U 



. Pft 



/ 



;n 



*«»r 






r> . 



0,000000275573« 



. i 






,' * • *■ 



■* 



V 






■ " 1 ~ »' =2 .O,0ÖOÖOÖQ02o88< , . 



- * • y;3:M 



6827020800 



= 6,000000000161* 



f * 

.^B^! 



«s 



■ » » » 



ru 



a^.»i.'....t4 r; *l578^ facto 



t- =£ OjOOOCpOQQOOl i; - £> u r 



r. 



<• « ■ i 1 > t » l « 



f» 



ji;.».- f. j i,.»r.j!iu 



, • t I n /jm ii -tJ F at i f ■ mm ■ ^ OtOOOOOOOOOOdl« * m ' w 

I.2.3..~i5 im3674368oqo . ,.i i« <:.; v *• , 

Die Stunde diese* ..Brficie j$tjÄ^a,7ifaÄi 8^845^ 
und "das ist afso,bi* ».•«£( Ji2 : D«cilnalatejjUiji genau de** 
Werth da$. OrundzaJil 4«» naturJtioii*?i Logariüimun- 






, « . ; r. 



•',^h»*.i'-L i::Ii^Miw •ij. ; ;l^y« * **•* * '' •>* % k ^ 



■*■ I 



iIj ilfliiffr jKrtmlwtM fkriiVer ' lÜnftiii ü 






l3 9. Aufgabe, Au* der gegebnen Gcundsahi 
einea x I^arithoiensystema Am Modiilos de* System 
*a finden. , 1 



* . 1 - ■ 

Auflösung. '. W«utt d!# Grundzahl aei^-a, se 

fet der' VaduJn» '■*':'■-.',■ ''"'•■•' 

• ' , - ' 

A*«~^i*+^a*^««k 4 +-— a f — **•' 

* ^ —:* " • 4„ * 5, 

\ ^* • 

'*>.-, .1 ' , • 

Beweis* Wenn man dt* Potent (* +•)* gab« 

nach dem binomischen Lehrsätze entwickelt, so wi» 

t i3a, .aber dann die aiimttoüicbeu Glieder snstm- 

man ordnet, welche die erste Potenz von, x endb«}» 

, tpti/ so erhält\nan diese Rt-ihe für dea CoefficienSca 

v toq x, wie $. i3j2i zeig?/ und eben dieser jrer „je, 

'♦ . wss wir (§. i33 ». fcolg.) immer A genannt haben« 

* ( ■ \ ' -j " . ' '. / * ' 

1 4 p. Obgleich die für A gefundene Reihe ,nut 
dann diu^ *&n#lte. Abnahme des Wertbea ihrer foU 
\ genden Glieder bequem ist, wenn a kleiner ab ' * ht, 
so gibt sje doch Wenigstens » das Geseta an> wie A voti 
(i+a) abhängt Nachher werden wir noch heque* 
mere Bestimmungen erhalten. , x 

i4l Bemerkung. Das Bisherige wurde dienen, 

um die Zahl zu ftnden, di^ eioen^ betfunintf? Logar 

rithtnen, yoraiiglich im natürlichen Logarithmen*?* 

v steme» «ugehort* J3enn wenn * 4if Grnnrfaahl ! die« 

*es Systems ist» so babeq wir 

l ,i . . * J l «. l 4 i <^ » 1 # >» .. 1 «Cr** *••»«.*» »w* •'<• * 

also» wenn e*«u heißt, die Zahl u, WdchFtfwi* 
Logarithmen an» x angehört. Umgekehrt - könnten 



\ • 



> ♦ 



* / 



%. >• / 

wir forden den Logarithmen durch die ' zugehörig* 
£*fel? auwid^uckc*, «ad 4^wA^d^Ä:iiirt \w> für 
das natürliche Logarithmensystcm jetzt im Staoäe* 



~ r v 



Denken wir ririe nämlich i-fz als die Zahl, welch* 
d*ni Logarithmen x angehört, oder seftsen log(i+z) 
=x r und nehmen an, wie ee nach der Lehre to* 

ehrung der Reiben gewifs mbjKch ist, daß - 

v ' *^^+^**Ck , +D^+ etc. \ ' < ' •/ ' 



.JagMfaO, g efr tzt tesrden: so hätten, iritf nun ^ 

üirod j&e» Entwicklung dieses Ausdrucks lehrt uns 



* V« 



dCcffSftcitatfP bestimmen. 



.11-./ ''.! .•:••.;••'•. •• * ' 

* 

*4fl. Lehrsatz. .Es ist im natürlichen Lqgarilh-» 

a. 3 - -4 



mensystem* log; (i+a)*«*— * »*+ ~ a f «~ ,r- a" / 



» i 



- • i 5 .b t , ■. 



• r m >..• 



\^/ 



V* v 



» t 1 



? t v « A 



» • • ' 



i.: f ~. ■:* 



lf^ 



Beweis Da e^==i+x+— x +— ?x + *te. war 
/$r\l4it)< so Ist, wenn ich fdr x die Reih* 



i • > 



acute, e* 



.** 



r 7 t t 4, 



i 



dkhitfteg. Z^eiUr <#*£#*, 






•r 



I 



• / 



* / 



*'|S=rAi+ fcx*>f >C«» + tu* + Et* '+' ••?*»• + 

,• ^ . ^ ti; • « j ., , • , . * . ••--.. .. i. ■ <*♦ * 

-£**■*• »a*,^ ab*» 4 acb*+ aJ>**4* ae** 



6 

1 



•^ * 






«. 



iettt soll = 1 + z «yn, und ■»#. «gebe» ti<$ 
daher folgende Gleichungen, die ich, frm sie nach* 
her bequem zu beuutzto, mit %, S&, <t f vu,*. wi 
benennen will« - • < ' ' . . 

ß + ^A^eri^i " :a ' ' 

3 






tf * ..*.' •'■ t. \>! 1-. * .i. .v f f'i O'. 



" » 



^^■H*^«>«**ft'i 



/ 



a 



•> • » ■ 






^aAC+B», 3A»B. 1 kk ' x* 



6 ^a4 






a» ' tso 



/ 




»MTV 






-, j lAE+aßD-fC* , 3A»D+6ABC+B» 
' , 4A*C4.%A*8* 5A*B ; Ä* 



+ ■ s=o=S 



' ' 4A3C4tA*B* 

T -.' . a • ^ ■ . 6 i.,: :. i. ; 



.^ad^a^^ 



3--.» c- it • l 






Hier gibt t rfnö (weite Gleichung ohne Schwierige 
dif dritte JaTst sich so darstellen ' 



';. :i » '. I 



*•.; Caa^^i-A' folgt» weü fc=»«o wt, _ 

Die vierte läfst sich bcqarmei* tfo zusammen fassen 
gs— -.-.tv. *Ag4jS 3A*gt,- r l A „ . -., , 









» • 

Deoö t» ist 



r« 

.1 



A€=« AC+ A*B^ , +*l»A*- ; :-.air 

t O ' 

i-sj*« - -Lb*+J- A*a+4- a* 

-A*Ä« ^-A*B -sr-i- ;A»- 



r 



4 " . 4 



i i i ii i » i < 






« .... . I 



D + AC+ ^r B»4 ^ A*B* — A% wie V M« 



/^ 



> 






/ 



Xk& "Dritte JUhmtng. Zweiier 'JbtchnUt. 

* • 

v • % , ■ r r . 

' • , ', V __ . . . . . / 

Da mm S&=^€«=o so ist D+4- A 4 

■.'4 • - 

* . .. • . - •-, : 4; , ■ --, li..^',.-.:. • 



♦» •. » « . ». /■ 



Eben so ist 

V^^H* _^MMMte ^fe. MA^M Ml* al« f *-_^_ * ^i » • ^^ * 



/ 



t . 



< 



4*£2LjLa* 



►•» 1 



^«JLaW-1-; 

.;.■■■ < 
Ferner • 



• t 



\ ", 



MM* 



• / 



3Ä i 5D+:6A?8e+« 



t 



« '»■ 






'• •-.'•* ^ 4L 

' Da hier alte mittlem Glieder aus den Großen 
ff ©/ &, S&f gebildet sind, die sammtlich = o 
wenieA, W ist;. , 



• < • ? 






b 7 " tf- ! 



* Und nun erhellt wohl hinreichend das Gesetz 
3er Reihe ab alteertfcitu ; ' - 

143. -Lehrsatz, Im natürlichen Lögarifhmea- 
avstemt* ist 



'S 



a 3 4 . A 



- Bntfvicteturig der Expontntiülgrofim u. s* u>. i4y 

per Beweis^ Würde' eben so wie der vorige ge« 
fuhrt; aW es ist kaum not big > ihn *ti führen, da 
'die hier angegebene Reihe sjch im $, i4a ton seihte 
frgibt ; wenn man dort « negativ aetet* 

i44» Bemerkung* Bekanntlich ist in jedem S/« 
item* " ' - r ' • 



r» ♦ i 



Idgrp sä log ü «**- wgt, alsa hie« 



I' 1 '* 1 * ' 1 t" A* ' ' '*' 

m — ^*+^*— ^^f«* z*_etci 



9 i— * 



r 



a 3 4 5 

* ■ , » ■ • .i 






-. ^jDiese Reihe ist btqüeta* um Logarithmen fcu 
berechnen« Will täari tum Beispiel deh Logaiithmöh 

Von 3 beliehnen* eo nimmt man — ^- = 3, alsoam^r 
UHd % dieser Werljll von i gibt die gut boiivergke^de feeilft, 

J-X4..4..4 * + J., * + etä. 7TJ 
* '"'S 6~ 5 3a T ' 7 la8 v 

ttlä Werth des natürlichen Logarithmen, detl wir nun 
immer dureh. log. na& bezeichnen werden. 

/ - • 

»4$.' Di* Reihen in §. l4ü und 143 geitfArtek 

die Vortheile einet schnellen Abnahme der Glieder 

Jiür, wenn man die Lpgarilhmen von ^ Zahlen suchte, 

die »Idlt fiel von 1 verschieden Waren < und kbimten 

also aar in diesen fallen gebraucht werden* 

i46* Betpctktftg. Mit Hülfe diese* natürlichen 
Logarithmensystems Hasen sich" nuö auch die Loga- 
rithmen in andern Systemen, die wir künstlich^ 
atoota, berechne Kenne ich imarir die Giündsahl 



/ 



» . * 48 Dritte Abtlieüung. Zweiter JUclmitt. ' . 

des natürlichen Systems =3 e* welches also die iro§. i38 
Ijörechuete Z$hl ist. .und; bezeichne allgemein mit 
(i+a) die Grundzahr eines küqstlic&ep Systems, so ist 
w i=?t 'die Zahl, welche mit dem öätürlitben Lo- 
, garilhmen '««i zusammengehört ^oder es «t xTe^fog, 
imt «j, und. eben ao ist u =s (i + : o) y cjie 5£qJiI, die 
mit dem Logarithmen == v des kunstliclleri Ä^stems, 
.oder mit dem logarithmua «tificialis s= v ausatmen 
»hört, oder 

* v = iOg. artif. u. ^. 

und diese leisen sich auf jene zurückfuhren. 






147. Lehrsatz. Wenn die Gründzahl einlas 
kMis^ichen -Logärkki^b&yd^e^ ] ; «f»a ist: so laufet 
man erstlich den Modului A dieses Systems, ' v 

A^ log, iwt. (i^)j ;. 
«weiften* wird der zur Zahl z gehörige Logarithtne im 



.». • 



diesem Systeme = - ." ■ • 



BewiiV I. Wir haben \% iSjj«) gesehen 9 dal* 
der Modul u», welcher der Grundzahl »(i-fa) 211- 
fehört, 



A^^i^ia^^t *' ^ **• ist; 

ober eben dieses ist auch (nach $.' i4a.) der Wcrlh 
des natürlichen Logaritfiinen von (i-fea)j also 

* . • ~ A»»log. nat. ( i+a). , >r * .,"" 

a* Wenn X==*lbg, nah z, ©dfer e «=»z, 

' ' * • . - " 

und u =^Iog. Artiß je, ode* (i+a) w =asz, ' 



so läßt sich die letzte Gleichung aijch in e Au =As2 ver- 
wandeln. Denp da, wie wir. eben gesehen haben, , 



1 



A^log. 'nat. (*+ä) 
also e A = ( 1 + ä) ist, 



Entwidmung *3er T&ponmticllgroßm u. *. w. i 4d 



* ^* 



\.« 



o 



so ist (i +0* := = : « Att (nach Arithra. $. na), 



also z 



-. - v 



,fi*% da? ist ttss 



A* 



\.» • 



_» 



edcr.log. Art, s. 



log. nat. b 



M ' 1 



log, nat . £ * 
lo&W ti+a)" 



!. 



'* 



Beispiel. In unserm gewöhnlichen Systeme ist i*f-i£±= t ^ v 
uüd ich mufste also log. .iia4,: 10 fachen, \\m 'den Mbdu-J » 
lus dieses Systems / zu Thabenr .Ich findq log.' na|. ifö, in*»{ 
dem ich log. nat. 3. : und log. nat 4,25 suche ; aus" . dem 
erstern nämlich ergibt sich ° * .* ' T - * 

3 •!»§•. »*?•>* 5= log : nat 8-. 
amd es ist log. nat» 8 + l°fr Jiat i>25 - 



i— * 



s log. nat. 10. 
Um den Logarithmen von 2 au finden,, setzte ich 

ssa> also v Ä«^-und nun nach $• i44. 



»» 



►•sr ö,6g3 14718' 



log. nat a ss f 0,66666667 

0,02469156 , 
o,ooi64Gog 
,0,000 i3o64 

7 O00Q}trU$ 

0,0000010a 

O ? 0OOÖOO1O 

rf 0,00000001 ^ 
also.iog. nat. 8 s= a^MiSi . . , 

den Logarithmen von- 1, 25 s=* t + -t~ berechnet man bes» 

. . : * ■ % * 

\ ^ -* _ t m 

quem genug nach der Formel £• i42 f wo nenz =— ist, 

log. nat. iyö5 sz: f -f. o,a5oooooo — o,o3i25ooo 

I 4- o,oo52o833 — 0^0009^656 
j ♦+ 0,0001953 x — 0,00004069 
* + fe,oqood8>2,*— 0,00060190 • 
«4* o,qooopo4a — 0,00000010*. 
4- o,oqoo00oa — OjOppooooo 



mmyrn 



*e- 



sog. nat., 1,9$ ss Q,2554i28o — 0,08226925 ^ 

. ' . .^ „ / es ,o,2?3i435$ 

log. nat. 8 ss 2,07944i54 

log. 10 ss 2,3o258d09 





f 



- I 



i5o Priße Jbtheilttng* Zweiter ^jfbschniii, 

■ . t . 

Alle natürlichen Logarithmen müssen ajsp mit a, 
dividirt, p<tar mit a> g ^ s ' »= ft4342 9 448 »altjpli, 
cirt werfte* ; ' u|n JJriggiache Logarithmen xu geben. , 



\ 



i 48 t Um die Logarithmen bequem su berech» 
tien, mu& paan die Keinen so zu bekommen suchen, 
d^l's ihre folgenden Glieder roogliphsj; schnell «b$eh* 
med. Dazu bieten sich, zumal wenn schon ipehrere * 
Logarithmen bekannt sind, mehrere Hülfsmittel dar. 

Trollte* pian ». 'B. log. na£ ,101 suchen, so w&r3e 

num (in f. i4^) ~- pz lpi *et»en, alao p s» — an* 

■ — * ■../■ ,' 

Nehmen können; aber dieses ware^ein «u wenig vqh } 

verschiedener Werth und gäbe ein^minder schnelles Ab« 

nehmen, der (Gfliedpr. Da wir aber .. 

log. nat. iooc^ a log. nat.~io t=b 4,6o5i;roi8 

schon kennen, so ist es weit besser lpg. na{. 1,01 sq, 

puphen, welcher aaeh £. i4a wird / 

Jpg. nat. l,pi pr 0,01000000* -^ ©,oooo5op<r 
' -~ ' , + o,oopooo33^— p,opoqopoo 

# . '"sc o,oiooop33 -- p,oooo5o6q - 

log, nat' 4,01 s±j o,oo995o33 J 
|>arans wird^ da log | n* 1 90 ~ 4, 6o5 1 70 1 8 ift 
4er gesuchte log- n*fc 1 pi st: 4,6 i 5 i2o5i 

JJn4 solche Hülfsmittel bieten, sich häufig d*r? 



ritte* Abschnitt 

Rdlien tfy Jßar&knung der ftißpnptfetrifcfm 
■■ \ , GröftM. 

' ? . jf4<}» Bemerkung* Dt die Örofsen, welche wir 
Sinns, Cosinus u. 5. w. eines Wickels oder {tagen* 
Hennen , ajjif eine bestinipjte ^ei$e yon dein Bogeg 
abhängen: so dürfen wir venmuben* dafs euch sie 
4ich durch Reihten, die npch den J?o{«njcap *}es Bo* 
gens geordnet sind ? 4w»t*)tal .l(MPir ^ 



Jlrihen zu Berechnung der trigonörneir. Großen. i&$ 

Um solche Reihen $n finden, denken wir nnfr 
ien Bogen in Theüen des Halbmessers ausgedrückt, 
um wihu eben so abzugeben, wie wir die trigouomew 
tischen Oröfsen anzugeben pflegen. Zum Beispiel. 

■ •"*-■ w ■ . • - . -' t • '•/ , "■ ^ ; : 

der Bogen von 3o Qreden ist f. ■ / *«» o,&*35}& 

' ■» ' ... * ' '® -' 

i5o, Um die Form, welche die Reihe für Jen 
Sinns üjid CoeinüS haben wird, etwas näher zu he* 
stitqthen., dient die Überlegung, dals für eiotto sehr 
kleinen Bogen =~ <p der Sinus sehr wenig von 4 e fl* 
Bogen verschieden, nnd der Cosinus = i ist Dia 
Reihe für Sin. <p mufs also mit dem Gliede *= <p an« 
fapgeo, und in den folgenden Gliedern müff^ hcM 
here Potenzen von <p vorkommen; welche fiir sehr 
kleine Werthe von y' unbedeutend werden. Eben so 
wird d* e $* l h e &F Cpsin,^p mit i anfangen, jind in. 
den folgenden Gliedern höhere Potenzen von q> ent+ 
halten, die desto weniger erheblich werden, je Meiner 

a5*. Obgleich wir hiedurch noch sehr wenig 
iifTer diese Reihe belehrt lyerdcp , so können \wir doch 
den Versuch wagen, sie nach den ganzen Potfnzen 
von (p anzuordnen, und an diese Voraussetzung einige 
nähere Bestimmungen zu knüpfen. 

Bekanntlich ist (Trigon;>$. 35.) für Jeden B*? 
gan q> y Sin*<p + Qos*m=i. Setz© ich also 
*\ Sinqp = y+aqp '+typ +etc 

vCoisy= i +Ä9)+By z +Cy 1 +etc. 
so müssen die noch unbestimmten Cöefficienten so ge* 
gen einander beMiipint seyn, dafs die Summe der Qua* 
drate beider Reihen = i wferde. De nnn 
Sia 4 y==s y*+M^+abG; 4 +etc, 

■ '■■\ '/ V +aV • 

q 9 s^«it^Ay+a% m +aC^ , fei& i 






vrffc BritM Jbtheilun*. JbntUf'JbacTltutL' \ 
* folgt wctoigstebs', 4afs Ar^Ö, - * 

.»Bif i «fco* «4«r 8*»*-— r— 

"'•' .. > ' ■ - • a 

aeyn roufii. Aach . für 4ie übrigen Coefficienten lie* 

faft jäcb gegenseitig« Beidma^w^^#nr^die 4bfe* 

wenig nutzen, weil Hofs feine unbekannte Grefe» 

d#w?h *üie an^rfl vabekaupte e^e^^U W<**t So 

viel frbelU indels, dafi die R*tfv» |w *W Cosinqs, 

wofern aje blofs die fptenaep n^t^ganaen JS^jioben? 

tin enthalt , mit &*tf ds i--^ cp* + etS/antängetj 

molk. 



it » 



t5*. Bemerkung. fTm sii be§ti&rien, pb die 
artgenommene Form dt* Reihe, dafs' iwtnHcb blb1$ 
gfcfire Zahlen a{s Exponenten voi kommen^ dh» '"rijölilJ^fc* 
tey und, um die Coelßcientetj gg ^den ; dieuL jlu'T' 
folgende Betrachtung. '* 

Wei^n sich eine Refye , : . ;. si**$ 

abgeben läfst,' die allen WertHea **** f entspricht, w> 
miiis £a i|ueh 



',*,.■..'.•"» . * • \ 



sefm Ahfer eheÄ dieser Cosinus isf: bekanntlich (Tri- 
gon. £ 46 9 a-tteh: Oo*t>9>=^Cos*y^8in^ t 
efler (3osa^>«= aXJoa Ä ijpr— i, 

oW.hieisp— | + 2 (l.-r^*rrry Ä +A^ l +%^etCi,) , ? . 

und dieser doppelte Wertb' dieot nns, die ß*ih& ganz 
m bestimmen. \ • ■ - 

.i55. Lehrsatz.. Ei ist Coaqp«» 

j.a» . ' ».».3.4 i.a....6 • i.a...8 r . 



— T 



Berechnung 



Beweis. Die im Torigen $• angegebnen swei Ret« 
hm für Cosaqp geben entwickelt; 






i — _.. 4/+ A T «y +B. i6^ 4 4*'< 

ttmf" die andre 

= , — 4- . i<p*+iAf+ 4%*+ etc. 

pat-aus folgt 8 A=»4A, welches nur dttra etatt fin- 
den kann, wenn A=o ist, und eben *o würde itian 
bei allen folgenden un$e reden Potenasq yoö 9> die x 
Coefficienten »■?-© finden > dagegen babeq wir für B* r 

, ; • a / , V...- i>3,4. , 

•i 

Um die folgenden Coefficienten ohne unpotbig 
Weitläufige Rechnung zu finden», nehme ich jetat die 
Reihe so an > daft 

sey. leb löele rtJiinftob die Glieder weg, welche <f, 
$> 5 , <f etc. enthielten* da diese verich winden und al- 
so die Rechnungen otaae N>t|i weitläufig inaeben. 

,. " '.;. ' ..,..•'..- 

Unsre zwei Werthe für Cosaqp werden folglich: 



i * - * - ** 

a 






1 * a7 * a i A a.3.4 T a x 



\ l ,i.a.3.V 



Vaf -— rrlV* 



/ 



l54 Dritte Abtheilung. Dritter JbschniU. i 

Daraus und aus der leicht zu übersehenden .Fort* 
Atzung dieser ' Ent Wickelung ergeben sieb folgende . 
Gleichungen, die wir einzeln näher betrachten wölk»: 

a< i.a,3.4 ■ 

oder *" \ '*•';'** .* 

(2 ~4)D=sss* , "*4«* iw » v "*» 



a „ i,a,3.4 
Wir konnten abjer (nach $. 108)' sfttmt 

a/=(i+i) %=sa+a.6+a. -~.+,-4r 

. setzen, und eben so ist 

a «( I ^.|)« ftT ,_ a? lS+a.^— -^-j 

. . i.a m.$ 

: also "wenn man beide *o- einander addirt 

.„:';.*• «.5 "'' Vi ' I ; ' 
tuo 4 . -*— J )c=: 4 



i.a , i i.a.3.4 . • 

oder/ wenn man nach dem GJeichhettszeicheii mit 

rr mmtiplicirt: 4.'—- D;=—4.— > ■ .v - 

'des ist 'Da—-»-—? — ^— •' 

. :. -tv 1 ♦$♦•<• V 

Eben so fsf 

........ ,••■-• ■ .■ •* 



(a 8 — 4)ß==+4. ** • - — - +a. —?-- V rArr . 

8.7 L 8.7.6 <-7.jS.5 






aber a^(i+i}Va^a,g+a,^aÄ +^J 

. ■.". ' t.a i.a.3 1.2.3.4 

• ' -* .'•••' " ' " " "'. * 

. : »- NÄ A1 8.7 8.7.6' 8.7.6.5 

^ v ^ *.a , i.a.3 i.a.3,4 

■ **\ ■ > *. 

4|wnSii®iii«aaaf=4f 4. ^+*;fr»V 

4 






t 



* 



4 



• 



Ortung der trigfnom. 



* * ... 2 l%i.m6 i.a.3L4 f.a.3.4 



* f. . . • r , y « • •• . 



\ 









JE« 



f * I 



^.3.4:5*6*7 jft , J- 

> Piese Entwickeking sseigt deutlich genug, dafe 

Such die folgenden Coefficien££n ftben so gefunden 

' werden könnten, und folgltoh da» (m Lehrsätze ao* 

gegebrie Gesetz fiir, alle folgenden Glieder statt findet, 

l5 4» Lehrsatz. Die Reihe, welphp Slpy dar« 

»teilt ist : Siitop ss^cp — r — gg flf M %"ri q>'-~ ' 

» t .t . j.a^ 1.2.3,44 I,UJ J , 



/ 



■J-r 



*' 



yT+etcu 



i.a.....q' I.q.3,..ii 

Beweis. J)a Sin^+Cofi^s^i tefn raufe: so - 
läfst sich offenbar die Reih$ für Sinjjp aus der für CoMp* 
herleiten. Da sieb . » wenn man verbuchte > in der 
Reihe für Smy mjcli die gerade ji Potenzen .Top f 
beizubehalten, leicht ergeben würde, ddls die zugehö* * 
frigen Coefficienlen = o werden : so st^t^e ich fi^gjeich / 

,Siny==y+ay a +^^+yy 6 +5y 9 +*9>"+«tc- : * 

-* ; Die Rejl)e für Cosqp Will fch kurz so au*drüjbken:\ 
0osy=?=I+Ä9)*+b^ 4 +c9) 6 +dy s +e^ ,o ^ , 
wo darin a 9 b, $$, <J, <a etp. bekannte Gröfteä sind. 
Dann ist 

Cos z <pi=z x+i*y* +ah<jp 4 +*ctp* 4*dy 8 +*^ I ° 
•. * +u*y* +aaby € «shaaey' +?ad9) r 

wf +a^p* +*/fy>*' +2yy* 4*$^' 
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1 56 Dritte Abtheüang^ Untier JhschnitL 

» » 

; ; J)a dfie Summe beider =i seyn toll: §0 vVrschwia*. 
den «Ha nachfolgendeti ' Glieder > und wir erhalten $ur 
j^slirnniüng *on a % J?j_etc. x 
int.«»—« 2 — »ab 



v 



*£+«*:= — (üab+ac); 

ay+ a a/? fc »=< — aee 4- b* r*-*a(| , und eo weiten 

Al«d: 7 "' ' ' 
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\.a a i.*J3Aj 

'"**-■ TTl *~+ a )» 



odgrg^— - ' „ . 

i.a.3 •■>./*,• 

Ferne* '" - » 

Ä ^ t » ' I '\ ." 1 / * f 

1*2 l.a.3.4 1.2.~.6 1.1.3 1.2.5 

Eaist aber (i~t)-«o=s»a---a.'64'5L-' rrv 

^ / : :, l.a i.a:£ 



und » läfst sich a# so ausdrücken 

j.a.3.4.5.6\. . . * ia ur.3y . . 

wekhe* also »gibt ..:.-« 
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» 1 ' — 



"" i.Q.5. 4.5-6. > '* p i.*:3.t.*--- 

Eben %agibt " >, \ ' , ; 

Ä-yrrs — 2ac — b a ~ sd — JtojS, 

^y— * a • x.2,3^.6 1.2.3/4 i.a.3.4 ' ' ii4....S 

> , + a . * - 
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i.a$ i.a*.5 

i X ', 8.7 '8.7.6 , 8.7.6.5-1 
«far»*e>- jjj-j ^ a+a .~~a. J31+ -—jj 
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Reihen m Berechnung der irigonom, Gryeen. %ßj 



und es ist \ 



(.v- _ 1 . 0.7 8.7.6 8*7.6*5 , , . 

, .. i * • 4.2 * *• »1.2.5 T 1.9.8:4' 

t ; 8.7 " 876 ; 8.7.6.5 ' : - 

. i.a . i.a.3^ 1.2.3.4 7 
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1.2.3.4.$.6.7 

Diese feit Wickelung .Krfst sich hei alleii folgen* 

den Coefficienldä gebrauchen, und lie&e sich selbst bei 

"einem allgemeinen n ten Glied* anwenden, tirn zu zei» 

w*< . ? gen, dafs es der im Lehrsätze angegebenen Farm ge» 

£* M ,jftjUV werden tanfs, wenn *J1* ^onrigen Glieder ihfr ge» 

:.* '••.::>;- i55 # Bemerkung. .JEfo .wie hie? der Sinoi>dnrA 
den Bogen ausgedrückt ist. gönnte man apoh den ßo« 
gen durch den Sinus da rzusteHeg; verlange* ^ dieses 
, geschähe durch Umkehrung der für den Sinus gefun« 
den$& Reihe, tond man erhielte,* nach §. 1*6, wenn 
ich '(^ÄS^(p+B3in^+CShr^DSin 7 ^ESI^^ + etc. 
Mtae 
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't5Ä Dr#*$ Jbtheitung. Dritter JbechrütL 

l.a«.,7 ( i.a.3 / % 0.3.*»3.a.3) 

^ 1*1. 3*3.5.5 ' 

1*3:3. 4.5.6. 7 - — "' ' p - ! , 

-- • * 

Da« Geaet* der Reibe läßt dich hier schon !**• 
, mutben ^«J Würde sieh auch bllgetMin bestätigen» JBs 
fst nümlfch _ 

+ iii.3.3;5i5 •. ^ . i.i jfSiü. 5.5^7 o- *-^t *£ 
2.3***5*6. J y lS.4.5* 7:8.9 ^ 

- 156* Hierati knüpft sich, als' leicht* Folgerung dfo 
Bestimmung des KreUumfengs durch den Halbmesser ; 

4temi de »um Bogen roa 3q Grad*n «*£-»* der Sin* 

v ^7 * - ' 

«a;-^. gebärt : so ist 

- * . ■*' • - ' * • . • ' . • 

• 6- . -. a ^M«* * . jua...5 3a •*.*«. 7 \i*8 - , 

t)a indefs 'auf andern Wegen noch bequfeni&t 
Ausdrücke fiir 1t gefunden werden, fand es hier nur 
meine Absicht ißt, den Gebrauch dirter Entwickeln« 
gen ewragebnif so yerweile ich nicht länger' hiebe L 
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Vierter Abschnitt. 

fbrmefa* ti>etch# durch das Zeichen des Unmöglichen 
4& Expoherttiatgrqfaen auf trigonobiefrischä zurück* 
fuhren*; imd detr au* Jiergdeüete Reihen für einige 
1 trigonometrische Gvtfitem 

"\ t5f.Sem6irktttig.-pie R ei h«o, welche dfeo Si- 
Ans und Cosinus durch d«. Bogen euadrückeni süm« 
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fbrmetn , l£xporuntialgrö/*en mtflrigmom* k *. <e. 1 5g 

* • » * * • . ■ *? 

jnen ju allen ihren GKedefn, sq. mit der ($. i38.)friy 

e* gefundenen Reihe überein T d^r« die SumjnVjene* 

beiden nur in' tfcn Zeichen 'von dieser abweicht« J2# 

war nämlicfi*. ^ ,. 

'/ *' . • , - ■ ' ' • * •■ 

Sin Asar^4-^+ -V $*— ~-<P*+ 

f ' * • '• ■ • ,' * • ... 

«ad >%^44 % f*l.f*^ä^ y i»^ 

nnd es erhellt leicht, dafi* ' ... 
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2 t> 1^0 5o±o 7 
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WQrd: -— Reihen die Z\var ganz, die Glieder der» 
enthalten, welche Sinqp, Co~^, au«drückf>it, aber in 
Rücklicht der Zeiche u von ihn*n abweichen« 



- • -v 
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«58. Eine leichte Ueberidgnng *seJ)jty daft/ftfraäiit 
-■— nur nöthig hätte x=3==y/—^i zu setzen* 



e* — e~* * 



a 
um die Reihe :för Cbscp Ssu erhalten, und dal* man in 

- — --* nur nöthig hätte *=#/ — ^1 * u aetzetu 

um (/'— -1} Sinqp zu erholten; und so gehen also 
Ausdrücke hervor, die. mit JHUilfe d$F Reichen' des 
Unmöglichen jene Exponenlialgrofseu an di« tiigoue- 
metrischen knüpfen. » ' ' 

Da nämlich *==<jp./'-^-i 1 gibt 
uod so Weiter, so ut 
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Diese Formelor a!nd Äclion an «Feh seihst merk«. 

>*ürdig; sie {tönneji im» aber Äugkich auch d^^ 

i um neu© Beitimtaung«a aus ihnen beraubten, die 

ander* Wegen nicht, so leicht zu erbataa qräfeiv 



i&§} Jene Formeln geben 

also ef^- 1 ~(Coag?+/— i •Sio«>); 

oder i. .. • 
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* 160» Lehrsatz« Es lalst sich jeder Bogen 
dnrcb seine Taogei^te so ausdrücken $ da&, wenn ich 
taog<p=* «<Hze, ^ - 

- . .' *• •' r ' < . *{ 

3 $ ? 9 : « . 
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Formeln, Exponehtialgrbfiencmf trigwom>u. 9. w. i6ji 

. n - •. • . - . -7 • ; 

Beweis. Wenn Joh die beiden Am .Ende ffes 
letzten §. gefundenen Werthe von summire, so iat 

«der J»*«ss: -^— -log ( i Y > ^£2- )••'•••. 

Bot wickeln -wir hie* nach Anleitung Von §. i44. 
den' Logarithmen inline Reihe) so wird, wenn ich 
teng$=t sette, ^ 

oder » a /— i f t- V+ ~t*— it*+ V-. etc.^ 

* •■* a '/ — * f *».»* I,,t.l \ 

tdto affl=s=-Trr — { t— - 1' + -t'— -t'+ - t» — «te. J 

V — * V. 3 5?9 J 

fein* Reine) in Welcher alles Unmögliche wegfallt, 
und die eben das angibt > Was im £iehrsat*e be» 
lumptet ist» v 

161. Diese Reihe, fiös Welcher der Bogen dnreh 
tone Tangente bestimmt werden kann > gibt ein - Bei* . 
Spiel, wie das Rechnen mit unmöglichen Ausdrücken» 
wenn die unmöglichen Glieder sich aufheben, zu et« 
Was NütöHchäm führen kann; denn eben diese Reihe 
lafsi sich anch auf andprm Wege bestimmen) wobei 
ich jedoch hier nicht verweilen wiü> da die folgende 
Betrachtung tu» besser dienen wird, die dort zu fin« 
denden Sätze, nachdem sie ans diesen unmöglichen 
Formen hergeleitet Werden > auch anders zu be« 

gründen» • * /* 

, . . * - . ■ , ■ > * 

1 6a. Bemerkung* Die Formeln im $. t5$, jg/pi 
ben auch . 

X. 



1 \ 









16a JDritt* Jfotheüung. Piefyer Abschnitt» 

also. 

und < . - " ' ; 

M55. Lehrsatz. Allemal ist . 



I • 2' » 3 ~ • * 

— ■ ' ■ ■ ■ ± ■ Sm 0.Coa^^>retc« 
Iva . w . « 6 

* *■ ' ' ' 

und 



riß=ik&in$ C< 



& * a*. 3 



Beweis» Die** Reihen folgen unmittelbar ad» 
4er Bfttwickelmzg der am Ende de* vorigen $; enge* 
gebenen Potenzen* _ 

* - 

i64. , Anmerkung. Diese Ruhen, lassen sich so 
Vaterstellen» dafs in der ersten nichts als Potenzen Ton 
.Cos $ vorkommen; die letzte "aber aufser dem die 
ganze Reihe <. multipljcirenden Factor. Sin <p 7 auch 
blofo Potenzen von Co^ <ß enthalt. Es ist nämlich 
leicht möglich die Potenzen von Sin'(ß, deren Ex- 
ponent eine gerade Zahl ist, durch Cos (f) au&züdrücken» 
Da es nicht meine Absicht ist, diqse Reihen 
vollständig mitzutheilen, sondern nur zu zeigen, Welche 
Anwendungen die Entwicketang der Polysomien hier 
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X 



lovmeln/ ExponeniiatgT&fien Quftrigönom. t&t. *>. ^i63 

findet f so übergebe ich jene Umgestaltungen und 
zeige nur, wie man di* allgemeine Richtigkeit der 
qheu angeführten Reihen auch auf andern Wegen be- 
weisen kann/ ' * ' • • 



v " 16 5. Bemerkung. Wenn man etwa den Ablei- 
fangen, >die mit Hülfe der Zeichen des* Unmöglichen 
gefunden sind, kein völliges Vertrauen schenken wollte: 
so tyiirde man* 4 für folgende Fragen die Beantwortung 
.auf andern Wegen suchen müssen« 1. Sind' die bei« 
den Reihet^ in ~$. i63 so beschaffen, dafs sie Cos*nß 
+ Sin*n0=a geben?.— Wehn dieses ist, so sind 
beide rightig, .wenn die eine ridhtig ist« 2. tiefst sich 
zeigen, da fit die Reihen für £n+i)<p gelten, wenn 
sie für n<ß - gelten ? ; Alsdann sind sie wenigstens tftir 
alle ganze positive Zahlen, die man für n annimmt, 
gültig, indem die Reihen für n== 1 und n = a rieh* 
tige Wert te geben, 3. Läßt dich zeigen, da£i sie 
auch gelten, wenn n ein Brjich< ist? ' , 

, 166. Uta die .erste Frage zu beantworten, ha» 
beö wir. nuc, nöthig^ beide JReiheij zur zweiten Po- 
tenz zu erheben , und es wird , wenn ich Cos nd) = 

*, b. :-l n^-i) - Ä . n.(n-l)...(n-3> 4 . ,» 
C©s B $. >i-*~ — -taog*fl f V| tapg*ft-etfcS 

# X • 2 ♦ 1 /• 2- • Q • *w - ' \ 
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nnd Sin n(p 






•etze/ Co»*n£+Sin*n(p: 
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Formebtj J^onmih^ro/^n auf triff onom^^iP» *65 

Wenn W hier die hü t*=Ätong*0 mtritiplicfrw 
ten Glieder summirt, eo ist da? in t 2 MultiplicirtQ 

*-, Alle i in t 4 multiplicirenden Glieder enthaltenden 
n.(n— ^^ d;e8cg ^^ Jä&t ^ dmn ^ 



Ffector r 

1 • ? 
übersehen, *- 

p.(n-'i) P 



\ 



,> 



a(n — a)(n— 3) 



3 . 4. 
an Cn — a) 



T" 



,i 



6.n(u — a) 



jn(n — i) 






6^0 
3 



— a) . 6n ) 
. 4 r 3.4S 






<f 



Factor 



ii . gn — t) ; • 

l '*. a • - • 

Alle in t multiplicirten Glieder enthalten den 
n.(n — O(n-^-ft) 



und wenn ich diesen für 



jetzt weglasse: so iat alles dann Multiplicirte in di< 
Gliede •=?=. ., 



■*MMMi«B 



4.5.6 
a.n.(tt-3)(fl-4)- i o . n(a-3) (n-4) 

4.5 *6* . + A « -■ * ' 



m » 



4' -5 . 6 
io.u(n-t)(n-3) ao.q(nHr)(n-3) 

4 . £ . « 4 . 5 . 6 

ao.n,(n-i)(ri^a> 

X \ 

■ T 4.5.6 



•M o.(ii-3Xb-4) ' 3 ( On(p-3) , 90.n.(n-i) 

«Jw ^— — — i~— — — ■— — m ■ — ,mh*» ■ ' ■' \ — ■ ^w — ■ ^tl 



«MM 
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4*6.6 4.5.6 4.5.6 

( — aön -*- 4 o) (n — 3) + aön(n — l) 

4 .5.6 - \ " 
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166 . Dritte. Jbtfieilimg. Werter JbtchnitU 

Das ganze in tV multipUeirt© Gliejd ist;, also . 

., . n.(n — 0(o— ~a). 

- - r — rr • 

1 • a/. o 

üben so wurden sich die folgenden Glieder eiafocU 

darstellen lasset], und wir erhielten 

Cos ♦ n$ +S11A n<P = - • 

CwP<p <i'fntang a ^+^-r^tg 4 y+ V * r^tg'ft; 

dso==aCo8 10 (p(i+ta!igV) n =< C^0<i+tgty)'J 

Abo bestehen die beiden Reihen in §. iß3. so 
' daft die eine richtig ist» wenn es die andre ist 

i6fj* Um di# «sweite. iip §'. <i65. aufgeworfene ^ 
Frage zu beantworten, müssen wir erwägen, daft 
5in(n+i)<p «=eSin ti#. Cos£ + Cosii#.Sin<P 
- i»t, und folglich unsre Reihen hiefür geben* 

Co$ n 9.Sin^— li^li) ^in^Cos*^ 

* * * 

• ■» " , - Jt • • • 4 ' * 

+n CWfr Sing — *frT ' Xn ~ ^ Sio'ft CW-*<P . v 

» ^ n • v (n - 4) ^ p^g ^ 

deren Saite me gibt . 

<n+ OSin^CosV - ^^'-^ ° Siu'pCos^ 

1 . a . 3, . 4 - & • . T • 

pieser Aufdruck ist genau eben sajür Sin(n+i)^> 
gebildet, wie w der in $- 1 63. für Sinnig war; also 
gilt der Ausdruck dort für alle ganze posilivcq Zah- 



/ * 



1 



. ' • ' ' ' t /■»■■# 

• / . - ■ m ...„•. 
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len, die man für n setzen gönnte, da er für n=i' ^ 
, und n= a gilt. . ( 

' i6ft.yDie dritte Frag«, ob n auch «in Bruch seyn 
dürfe, läfst sich am besteh so beantworten« ' 

Nach iwsern Formeln wurde, wenn ich Sin^==4 
Co*^=:c setze, . .(..*'. 

filJ»/^«*-* JtCn^XiKa) , a ^ n>(o-i). ..fti-4) , - , ^ 

. i.a.3 i.a,3.4 

^ ■ n u.(n-i) a n ^ a n...(n-3) 4 

Coso(p=«c — *-r sc. +— . — - — sV 

T1 ^ 1*2 1.2.3.4 > 

Ww*-*~ m - ^»-* pi.Qp— -i)(m — a) t M 
SinmCpsm.s.c ,-—-——. . ■ ■■, — s .cv* 

1 • a . 3 
/ . »••••(m-r-4) * m w 

•J- ■ . m t S .6 - 

i'».*. 5 

Cos m(J) = c : — ** — — sc, ^ 

v ' 1 . a 

^•ffl^Ctn-^- i}...(m— -3) 4 

^» ii )» ■ ' . 1 1 II. ,, 3 %c 

1 . a . , i 4 
also die Summe der Produkte . , 

'Sin m<ß . Cos nß+ Cos m^ . Sin n0 

«4.««^ .m«n(n — - «a«**.' 
• , 1 . 1 . 2 



y." 



•l.i.a.3.4 



m -C» 1 — r)(m — 2) . " +M ^ 

1.2*3 

, mfm — ij(ni— a)(m— 3)(m — 4) < ' • 
^i- , % a . 3 , 4 . 5 \ 

' . + " >" fy - ') rm - »ft» - g ) a «, c n^~« - . 

1 . 1 . »• . Ä - . ' 4 



£9 Dritt* ''Jbtheihing. Vierter "JbschnitL 

v. 

, n.fri — i)(n — a) ' ,-jL— 
/ * . a , 3 . . ■ , . 

^ i • % : . 3 . i . a • 



,»* 



Diese Sumipe läfst sieb g*na / genau eben so wie 
im $» 'ii 5. betrachtete, in folgende verwandeln: , 

^ . % *!._ (m4-n)(m+n— l) {m+n — a) ■_ , ■ A 

1 * » a . 3,4 , 5 - . •' 

«nd ist folglich für Sin,(in+n)^ genau fcbeu so gebil- 
det, wie es die Reihe im §, i63, für Sinntp war« 
Mau kann hier also genau ao wie bei den Potenzen 

mit Bruch * Exponenten sagen, ist n = m=« — , so 

geigten sich die Reihen im f »63, als richtig, weil 
sie zu dem richtigen Werthe für Sin(m+n)^)==Sin^) 
führen, und so in allen andern' Fällen. Also sind 
jene Reihen §w i63» nach richtig, wenn auch n einen 
Bruch bedeutet« 



* \ i 



169,. Anmerkung, Diese umständlichere Entwicke* v 
lüiis schien mir hier in. doppelter Hinsicht vrohL eine 
Stelle zu verdienet; erstlich] geiles picht so ganz ün- 
nöthig scheint , Folgerungen, die /ins der Rechnung mit 
unmöglichen Zeichen fließen , auch auf andern Wegen 
*u beweiset , «weitaus, weil Anwendungen dieser Art 
mit dein polynomische!* Lehrsätze, und mit der Betrach- 
tung der Reiben am besten vertraut machen,, < t • - 
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am der Theorie de? Gleichungen* 169 
v Fünfter Abschnitt. - 
Lehnätze aue der Theorie der Gleichungen. 

170« Bemerkung. Wir haben in. hinein der frü- 
hern Abschnitte <$• 86.) gefunden, dafs das Produkt 
aus den 11 Factoren- (1 ~^ax) (1 ^^bx) l ( 1— ex) etc. 
ducch.i— Ax+Bx a — Cx*+Dx 4 — ...-+Nx n darge- 

stellt werd$, wenn A =*= der Summe aller Gröfsen a, 
b, c etc., B = der Summe aller Produkte, die &iph 
als Corablnaiionen zu zwei, C = der Summe aller 
Produkte« die sich ab Combinätionen zu drei aus je« 
neu Gröfsen a, d> c etc ohne Wiederholung bilden 
lassen n, St w. 



1 V 
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Wenn man hier jeden der Factoren durch x 
pnd folglich das Produkt durch x n dividirt, so ist 

-3 — -5=5 + -— jr etc. das Produkt aus — 

X 'X , f X ; 

f a V f — - b j f — *c )etc, oder wenn ich - saq|( 

nenne, ' ' 

z a — A. z^'+B.z ^— Cz M +etc. 

«(zt— a) (z— pb) (z— - c) etc. 



__ * • * • • __ 

171, Bemerkung. So wie hier da« Produkt 

ans der Multiplication der gegebnen Factoren in ein« 
ander hviVorgmg, und *=o§eyn mufs, wenn irgend 
einer der Factoren r=?=o kt; eben so denken* wir uns 
nun irgend eine gegebene Gleichung, welche die n er- 
sten Potenzen Ton $ enthalt und #iif o gebracht ist, 
als entstanden ans n unbekannten Factoren, von der 
Form (z~*-a)? wir nennen die (wenn gleich noch 
unbekannte^) Factoren (z—fr) (1 — b) eta die wir 
als =0 gesetzt ansehen , dfo Wurzelgleichungen und 
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170 Dritte Abiheiking. Fünfter Abschnitt. 

a, b, etc. die Wurzeln je^er Gleichungen*), und «fr 
gen alsa nun, in einer Gleichung wie v "', ' ' , 
":' x'— AxHBx*~Cx*^Dx~E^o * 
müsse .£ gleich der Summe alle Wurzeln, E / gleich 
der Summe der Produkte aus je zwei verschiedenen, 
C »gleich der' Summe der Produkte ans je drei v,ei> 
schiedenen, D gleich der Siynme der Produkte aus 
je vier verschiedenen, E gleich dem Produkte aller 
fünf Wurzfcltii s6yn. , Und * so für jede höhere Ord* 
nung vorf Gleichupgen. Hieraus lassen sich die Sum- 
men der zweiten Potenzen aller Wurzeln,' die Sum* 
man jder dritten Po ten«en, und kor* die Summender 
m tta Potenzen aller Wurzeln finden. 

^ 1 7 2«, «Lehrsatz. Wen* <* 9t ß, fy o, « etcl die 
Wurzeln der Gleichung » „•'-.-". 

x n — A* n ~ x + te^+.Cr*^* etc. =* o / . 
sind, so ist die Summe aller Wurzeln - 
J a+/9+y«t;etc.=A=s3(; 

die Summe ihrer zweiten Potenzen v / 

die Summe ihrer dritten Poieifzen 

und eben so . ' -' ' ■ r . * ' < 

Ä 4 +/y 4 +y 4 etca^A<5— BÖ+CX— 40^©, ^ 
V+^t/etc. «» A$^B€+C&— D'Ä+5E==€ 
Und so weiter. . <( i * 

> v Beweis. Dafs zuerst die Summe aller "Wurzeln 
gsA sey, ist bekannt (f. 86.), und \dä& die Summe ' 
ihrer Quadrate » A*— aB==G*+£+r+ £ +cte.) a 

— a ( »/? + aj> + etc.) &y, ist auch 
leicht »übersehen. Aber es läfst sich auch^zeig^i, 
dafs die im Lehrsatz angegebene Riegel für die Summe 
der nächsten Potenzen gilt , wenn sie für die Summe 
, alI6r ^niedrigeru galt. Wir Rollen annehmen > die 
Ausdrücke für die Summen der ersten, zweiten r driU 

*) Ich *et*e voraas, ^cUfs das hier Angedeutete schon aut def 
' ■ , Lehr© von den Gleichungen bekannt sey. ^ v 

f / • 
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Lehnätze aua der Theorie der Qldcliungetu 171 

ten jmd vierten Potenzen der v Wurzeln waren schon 
als richtig ' anerkannt : so lSfst sich, die Bestimmung 
für die Summe der funfteffv Potenzen so fiberseton; 

Nupmi mau A© == M § ß+y+etc<) (cc*+ß*,+y* +etc.) 
ao erhält: man aufser den sa'mmüichen fünften Poten- 
zen auch noch alle die Combitiatlonen zu fünf« welche' 
*ier gleiche und eif e" verschiedene der Wurzeln ein- 
halten. JEben diese Combinaliouen sind sämmllich in 

enthalten; aber hi6r kommen aufserdem noch vor^ 
Alle Produkte m welchen drei gleiche und zwei un- 
gleiche Eactoren verbunden sind. Indem min also 
diese Produkte subtrahirt, nimmt man soviel zu viel 
, weg, als die Summe dieser Produkte angibt. Pjeses 
wird ersetzt j durch C35, worin gerade alte diese feb- 
lenden Produkte vorkommen, aber aufserdem noch 
die Summen aller Produkte, "^ortpjBwei gleiche und 
v drei ungleiche vorkommen; diese werden- also zuviel 
Zugelegt, und müssen dutch das nächste Produkt sauf-» 
gehoben. werden u. s. w. < >» 

Beispiel. Wenn wir die Gleichung 
") - x*~ ßx* — 3x* + 29x* ,, f yx — srtsro' * 
fcetracfcen,' welche frinf Wurzeln, die ich *, ß } % 9 t 9 a 
»ennpn will, bat, so ist 

«#+**+**+ «+0y+j8*f ßs+yi+v*+is c= — 3 s= B * 

endlick w/ jS 7 * a =r E:=rM4. # 

Wenn ich hier £> = * 4 +^+y 4 + * 4 ;f^> 

• $— **+/3*+7* + <P+«*> setze, soist 
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171 Dritte j&theilung. Fünfter Jb%chnitU 

■ - ' .•'" .- v -..;•"' ,? " "V. ' : 

wo also A©— *-B£ die sammtlicheK in * fc eingesenlos^ 

. Seiten Glieder negativ enthält^ aber alle diese, kommen .in 
C5& vor,, und aufser , diesen . enthalt C$ folgende: 

diese Glieder kommen ako positiv vor in- «der. Summe da* 
' drei Glieder A&^B£ + C&> *h er ** e fcdlen *eg, durch 
die in DU vorkommenden Glieder , und 1)21 enthalt au- 
ßerdem nar *iocJ| fyocßyfo * welches durch — 5E* aufgeho- 
ben wird. \ , 

Unsre, Gleichung 14t aus den r Wurzelgleicjnmgen . 

entstanden, und die 5 Wurzeln sind also, wann ich sie 
nacH $ev Grofse ' ordnen -./,,.. +l . .. , <, '. .' * 

*==— 2 > /?— — M ^==+^5 ^T?l <Fr+5' ^ n ^ ^ cl1 
unsrer Formel wird, • ' ' . ^ * 

die Surnme der ^urielh c=+5j •--' : ~ - /* * 
die Summe ihrer 3 k Potenaenrri(5+6rE:S%j, v ^ ; > 
die Summe ihrer 3. Potenzen :^5,3a4*3.5 ^-3. 29=^83* > 
die Summe ihrer 4. Potenzen =5.8£4-3'3 1 ~ 5. 29— 4.2=355 J 
- ' die Summe ihrer 5. Potenzen =5 .355 -f-3« 85-^3i ,39— 2. 5f 

, ' +5.a4==i335V / ♦ - 

4ie Sumine ifcrer 6. Pptett*en==ö.| ü35+3,35 f § : — ^.85— #3 1. 

\ ' { Auch die höhern Potenzen lassen sich so fiä« 
der* $ denn es erhellt, d*C s z. B. bei einer Gleichung 
des dntten GracTes wie x*~Äx*+Bx4-C=*o, die 



Qrpfsen D— o, E=^o u* «. w. sind, dennoch aber 

/ ^+<f + y € ^A^ — Bt>+CS seyq wirf. 

'' ,473. Ah*cr diese Bestimmungen finden noch Statt, 

wenn nach unter 'den WWejn <fcr Gfcfcbfrog un* 
mögliche vorkq turnen, , 
A . i . Jfcispje}, Die Gleichung x^s=5x^4"9 x, ^9> ljat,die 
reelle »Wu^eljj .xc;),. und' die. unmöglichen "Wuraeln, 

= (l4"V^~^ 3) u n<| — C 1- ^""-"^ 4«l" en Summe *r:5; 
Sutniqe der Quadrate t^ry :rr:5.5 — 2.9. Die Summe* 
der dritten Potemfcn , :=? 1 7 = 5 .7-^9*6 + 3.9. 

K7 4^: Diese Formeln können un« oft belehren, 
dafs die' Gleichung gewifs unmögliche Wurzelq habe» 



Lehrsatz* aus dir Theorie ihr ßleibbun^en. \*j3 

Zum Boitpid die Gleichung <*%$*+?*+ etc. =i=Ä*— aBJ 
deutet gewifs auf; tmrtiögliche Wurzeln ,- wenn £*— qB 
negativ ist, indem die Quadrate möglicher Größen al- 
lemal posiliy sind; indefs kainv *s auch unmögliche 
Wurzeln geben* weupAV- aB poiiliv. bt j, wie es im 
vorigen V de* Fall war., f ' 

i^5. Anmerkung. Auch , die Hegel» wie man 
jede dieser Summen unabhängig von den vorhergehen* 
den findet j liefse sich hier sehr wohl ableiten, nur 
tffcfjs der ' allgemeine Beweis dafür etwäfr weitläufig 
wurde. Diese Ziegel ist, dals- iftän au* den Größten 
A) B, C, D etc., «Jenem man die Zeiger i r ä, 3, 4 
et<}i zueignet , ' alle Variationen . zur Summe n sucht, 
wenn man ce 11 + /? n 4 y Q +elc. bestimmen. Will; da fa man 
jeder dieser Variationen (die als Produkte angesehen 
werden ) ihre /Permutatiouszahi als Factor und die 
Zahl, welche der Anzahl der in einander multiplicir* 
tejp Gröfsen gleich ist, als. t>>vi?bf beifügt; da & man 
in alten so gebundenen Produkten die GcÖßeii, dereh 
Zeiget eine gerade Zahl ist) als negativ ansieht, die 
Summe aller sucht, und diese mit tj multiplicirf; 

176. Lehrsatz. Wenn ihan eine Gleichung so 
bilden witt, dafs die Summe ihrer Wurzeln *£*%+ dfe 
Summe der »weitun Potenzen ihi^ei* t WWf ein «=> QJ^ 
die Summe ihrer dritten Potenzen =(E> Und qo fort 
bis zur Summe der n ten Potenzen sey , Wenn die ver« 
langte Gleichung von) n tea Grade ist: so sind in der 
.Verlangten Gleichung 

4 x n — Ax^+Bx 11 -*— Cx^^Dx^ 4 — Ex^+etc=«i, 
dj6 Coefficienten A=äÄ; 

/ . ,, A#— »./ 
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B*— Afc+g 
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174 • Dritt* Abiheilung. Fünfter jfachnüL 

.... \ 

. Dieses ist *ine unmittelbare Folgerung aus $. 17*. 
Di* allgemeine Regel wäre jedes Mal aus den Reihen 

1, A,B,C, D. etc. 
3, .$,€,£> etc. 
deren Zeiger 6, 1, a, 3, 4- etc. 
die Variatiousfot-men aas zwei Gröfsen zur Summe 
s==m zu suchen, wenn- man den Cöefficieriten t\x x n 7 m 
verlangt ; diese Variationsformen , mit wechselnden Zei- 
chen 9 so dafs immer 93 /^D, ti. s* w./das negative 
Zeichen haben« zu T,erbiiiden and durefe m'm divi- 
<)iren. * • * 

177. Bemerkung. Dias* letzte Regel findet An- 
wendung, wenn man aus einer gegebnen Qleichung 
6ine andre, herleiten will, deren Wurzeln »gleich den 
aämmtlichen Differenzen der Wurzeln jener ! sind. ' 

Es sey nämlich ' , • ' - t 

X°— Ax^+ßx 1 ^ — Cx^+Dx ^— etc.=o, 
«ine Gleichung, deren Wurzeln^ n an, der Zähl, ich 
durch u, ß y y j £ etc. andeute; so sind (c*-*-^?), {«^-7)1 
<«— *) etc. (£~<i), <^-y), (/*-*) etc; (y-c*), (>—/?), 
(y- — 0) etc. die 1 Unterschiede der Wurzein, und die 
Anzahl dieser Unterschiede ist ==n.(n— 1). Wenn 
4tteii sieh' nun eine Gteichung rotn Grade n.(n- 1) 
denkt, .deren sammtliche WurseLn jene Unterschiede 
aind. so erhellt leicht, dafs darin die unbekannte 
GröCse zur zweiten, vierten, sechsten Polen* etc. erho- 
lten \ Torkomiaöen kann, weil die sämmtltcfaen Differen- 
zen zweimal, einmal mit positivem, einmal mit neg*- 
tirein Zeichen Vorkommen. x ; 

Nenne ich also u die Gröfee, welche in der 
Gleichung • , . 

u m — W^+bu^^cu^+ete .*=*<*> / 
die santmtlichen den Quadraten jener Unterschiede ent- 
sprechenden Werthe erhalten kann, so' -muß in dieser 

n.(ii-Ht) . • . ,. / « 

g i ■ / ■ » ' , f '« ocy a» und es käme nun dar- 



> • 
Gleichung mc 

auf "an, die Coefficienteo a> l,c etc» gehörig zu be- 
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Lehrsätze au* der Theorie der Gleichungen. ij5 

stimmen. Diesem werden- am besten vermittelet defr 
Summen höherer Potenzen aller Werthe von u be* . 
stimmt * • 

Beispiel, Die Gleichung * 

hat die Wars*ln «=+3, ßrr+,2, y=J-^6. ^ 
deren Differenzen s=«f. i j — -f- 9 ^ ;= — 1 • . ap + g ; :=~n$ 
£=5 — £ ; »auL Die zweiten Potenzen dieser tJntersckiede 
sind also =1; =F=64; =$1, und treön ich diese =tu 
nenne, so ist die Gleichung Kr die Quadrate der .Unter- ' 
schiede u 3 — i£6 ji^-fäSag u — 5i8£;=o r deren purzeln, - 
nämlich -«; 1 , s=6'«-y ;==8i > sinct 

-178. Lehrsatz. Wenn man aus einer gegebe- 
nen Gleichung ) 

*°— Ax^'+Bx*-'— Cx M +Dx n ~ 4 — ötc.=* o ' ' 
die, Gleichung für die Quadrate der Unterschied«* zwi* 
sehen den Wurzeln jener ., 

u — au -. +bn * — cu *— du *— eta=o - 
sucht: so ist .die Summe der Wurzeln. der letzteren . 

a. - • ••» 

die Summe ihrer zweiten" Potenzen . 

1.2 2 
die Summe ihrer dritten Potenzen 

1 i.a j.a.3 a • 

ihrer vierten Potenzen 

c ,1.2 v i.s.3 1.2.5.4 2 t ( 

und so weiter, wenn H f 93, <£> $>, £> % @, $ et* 
die Summen der ersten, zweiten, dritten, vierten,^ 
fünften^ sechsten, siebenten, achten .ctc. Potenzen al- 
ler Wurzeln der gegebenen Gleichung sind. ,. • 



Der allgemeine Ausdruck dieses Satzes ist also* 
äaü man die Summen der **•* Potenzen aller Wur- 
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ij$ Dritte Abiluälung. Funfiet Abschnitt* ... 

sein fuc die abgeleitet^ Gleichung findet , wenn owq 
aas de? Reihe' ' « > ' . 

i, X 95, €, fc, C eti. 

Uro den einzelnen Gliedern die Zeige* v 

o, i) a, 3, 4'$ 5 etc. ■'* < 

Butbmmen, alle Produkte aus zwei Großen zut Zei- 
ger «Summ? *=tearj sucht; dapü dem ersten Produkte 
den CbefBcienten n, den folgenden, aber,, die Coeffi« 

cienten; ar, — ■ V »■*■ ■ * ■ » " ■ ■ » — ecc* giot. 

i . a * a- • a 3- 

sie abwechselnd mit + und, — auffuhrt, alle ihre 

Perrautationszablen als Factoren und a "als Divisor 

beifügt ./ ' ' . 

Beweis« , Wenn ich die \Vuraetn de* gegebnen 
Gleichung «=s«, ß> $ y 8 fetc» nenne» ab erhalt u die 
sümmtlicheh verschiedenen Werthe, die aus (a — /?*); 
(«— r f% t*^8fs *tc.j 0^/)*; 0— V etc.; (r~$f 
etc. hervdfrgehteii* Die Summe aller dieser Werthe 
enthält offenbar a% /?*, y^ etc. (n— l)Mal und dann 
die negativen Produkte , 2aß, \*<xy efc Diese Sum* 
»e wt also =(n—i) S3—aB, oder da (£ 176.) 

B to?!=^iit,dfeäe Summe = n.S3~-**== n.»— — ; 

a . * 

Die Summe der zweiten Potenzen aller jeoetf 
Werthe oder, (a— /?) 4 +(a— y) 4 etc. enthält 
(n— ^) (a 4 +/S 4 +y 4 +etc.)» tond dann die Produkte 

A* 

endlich die Prodnkte+ — (a^+aV^^+A^+etc.) 

Sie ist ai*> ^(o-i)©— 4(€Ä— ©)+6 ( -^-2?; v 

"■ ^ ' "" • (R* " 

s=fn&-»4.tttt+6. — . 

Für die folgenden Potenzen la&t sich der Be« 

web so fortführe**. # 

«• » • • • ^ 



o, JUArrötit* m& <fer} Thtori* der Gleichungen: 177 

« 

Beispiel. Es sey x*— Ax* + Bx*~ >Cx + Ds?o ein* 

Gleichung, ( dereii vier Wurzeln = «, j8, y, £aiod; also 

die Wurzeln der zugehörigen Gleichung 

(*-ßf; (*-*?; («-*/; G8-y)*; (jS-^Cy-J)»,*« 

'• " 4.3 " ' ' 

der Zahl za.*^*zsz$ r so ist ja die SiH»me dieser Wurzeln =» 

" +0'+Y* i -a/3V+j8*-H*--2/W+y*+i^-2y*, 
=3(«*+^+y«+*»)-2(^+*y+«a+/3y+'/M+y#) 

Femer die 'Summe der zweiten Potenzen 

.. +*>(*+ß+v)) ■ 



• '♦ « » . 



»1 » 



=3D— 4,((a(— JC)+6 — weü SB-» die Produkte «»£» et«, 
sämmtlich doppelt enthält. « ., 

179. Die so gefundenen Summen der Wurzeln 
und ihrer Potenzen dienen nun/ nach $. 1 7 6* um die 
Coefficienten zu fipden* , ( , • 

Beispiel. Es sey x' — 7X*— * 33x + 1 35 = o 
eine Gleichung, deren Wurzeln unbekannt sind: *o ist 
hier A,~ 7; Brt: — 33 j C= — i35^ also nach J. 17Ä, 
die Summe der unbekannten Wurzeln = 7 =2t; 
die Summe ihrer 2. Pot. =7.7+2.33=1 15==95; 
die Summe der 3, Pot. =7.115+33.7—- 3.i35=63i:=s€; 
die Summe der 4. Pot. =7-63 1. +33.1 i 5— 1 35.75=7267=©; 
die Summe d.5.Pot=7.7267+33.63i-i35.ii5=;56i«7=rCi 
d. Summe d. 6. P.=7-56 167+33.7267-1 35.63 1=547 7 95=3«, 

Für die Gleichung, deren Wurzeln die Quadrate der 
Unterschiede jener Wurzeln sind, ist also (nach. §. 17 &) 
die Summe der Wurzeln = 3. ii 5— 49=296; 
die Summe ihrer 2. Pöt,;= 3.7267— 4.7. 63 1 +3.1 iS a =438oJk 
d. Summe ihrer 3. Pot=:3.547 795 —677.56167+15.1 15.7267. 

-^io.63i*=78S8336. 

Sucht mau hieraus endlich die Coefficienten der Glei- 
chung für u, so ist ($. 176.) 

a=2g6; b£S2igo4; c =2 45 1 584. 

M 
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178 DritU Jbtheü. FBnfier 
Jene Gleichung - 



Lthrtätzej*. «V u>. 
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v - • - •. • 

x $at die Waraelu ss— 5 j =3 ; «9 j, 
deren Unterschiede =6j r=8; — i4 sind, und die Qua- 
drate der Unterschiede :=r 36 j ;== 64; =1^6; sind die 

, Wurzeln der auleUt bestimmten neuen Gleichung 

u 1 — ag6u 2 +ai9o4 u— 45i584s=o. 



180/ Wie Bestimmungen dieser Art nüUlich 
WCrdeti können , muß man in Büchern , welche die 
Aöflösarig der tileicbangeit betreffen («. B. in L*- 
grroge de la resolntion de» «Squations nuroeriques) 
nachsehen y hier miigen <Jie*e Bespiele hinreichen* um 
za zeigen, wie oft die Betrachtungen Anwendung fin- 
den, mit welehen wir uns in dec vorigen Abtheilung 
beschäftigt haben. 1 
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Druckfehler. 



S. i3. t. 3. statt: 3,$*, liestäg*. 

S. 1 7. Z. 6 Ton unten $ statt : (nS) lies: (n—3). 

r 

S. 18. Z. 19. statt: (n*— 3n+i) l*e»: (3**— 5n4-i). 

S. 19. Z. 5. von unten; statt: a, lies: o. , . 

* - '' '' ' ■;■■■■>"' b+na-^nAi—i) , * 
rfk'ftd. Z. 7 Von unten: statt r i y d. 

\ „ ■ i.a 

liest b+na4- n(n Y d. 
. l.a 

* • 

S. a4> Z. 18. statten— a(n— 3), lies,: (n— aX n ~ *)- 

1 S. 274. 2. 8« mufs oft weggestrichen werden» 

S. 3i« Z. 16. lies: jede jener. 

S. 37. Z. 17. lies: höheren Stellen. 

S- 44. Z. 116. lies: im Nenner: i.a.3..«q. 

8» 63. Z. 4 Voi* unten} lies: aus den r. 
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